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RESUMO

A tese teve a finalidade de analisar a aplicacao do Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP),
um dispositivo diddtico que pode ser utilizado como metodologia para o ensino e
aprendizagem dos conceitos matematicos nas licenciaturas em Matemadtica, como
também pode atuar na formacao inicial e continuada do professor de matematica. O PEP
tem seus fundamentos na Didédtica da Matematica francesa e sua base tedrica na Teoria
Antropolégica do Didédtico (TAD), tendo Yves Chevallard como o seu principal
representante. Também utilizamos a no¢do de Contrato Didético (CD) de Guy Brousseau,
que traz elementos importantes de andlise dos encaminhamentos do PEP, ressaltando os
contratos estabelecidos, as renegociacdes, os efeitos e as rupturas de contrato diditico no
processo. Para complementar as nossas andlises no sentido de verificar uma possivel
aprendizagem proporcionada pelo PEP, utilizamos o Ciclo de Solucdo de Problemas
(CSP) abordado pela Psicologia Cognitiva, identificando a evolucdo dos passos € os
possiveis insights. A proposta de aplicacdo do PEP foi por meio do contetido de funcgao,
um importante conteido da Educagdo Basica e da Educacdo Superior. A nossa pesquisa
apresenta alguns pontos de ligag¢do entre o CD e o PEP e, consequentemente, com o CSP,
que podem identificar alguns avancos e dificuldades na implementac¢do do dispositivo
didético, principalmente na mudanca do contrato didatico ja estabelecido para um novo
contrato didatico. Portanto, com a TAD e o CD verificando as questdes relacionadas ao
ensino apoiado pelo CSP, que pode nos dar indicios de aprendizagem do conceito de
funcdo na aplicagdo do PEP, observando também a sua influéncia na formacdo do
professor de matemdatica. Como resultados, observamos que o PEP promove uma
mudanca na praxeologia dos alunos e na do professor, ao mesmo tempo em que influencia
as praticas de ensino utilizadas pelo professor, promovendo a sua formacgao profissional.

Palavras-chave

Teoria Antropoldgica do Didético; Percurso de Estudo e Pesquisa; Contrato Didatico;
Ciclo de Solu¢ao de Problemas; Funcao.



ABSTRACT

The purpose of this thesis was to analyze the application of the Study and Research Path
(SRP), a didactic device that can be used as a methodology for the teaching and learning
of mathematical concepts in undergraduate mathematics, such as can also work in the
initial and continuing education of the Math teacher. The (SRP) has its bases in the French
Mathematics Didactics and its theoretical basis in Anthropological Theory of Didactics
(ATD), with Yves Chevallard as its main representative. We also use the notion of
Didactic Contract (CD) of Guy Brousseau, which brings important elements of the
analysis of the SRP directions, highlighting the established contracts, the renegotiations,
the effects and disruptions of the didactic contract in the process. To complement our
analysis and verify a possible learning provided by SRP, we use the Cycle of Solutions
of Problems (CSP) approached by the Cognitive Psychology, identifying the steps of the
evolution and the possible insights. The proposed implementation of the SRP was by the
function content, an important content of the Basic Education and College Education. Our
research presents some points of connection between the DC and the SRP, and,
consequently, with the CSP, which may identify some advances and difficulties in the
implementation of the didactic device, especially in the change from the didactic contract
already established to a new didactic. Therefore, with the ATD and the DC checking the
questions related to the teaching supported by the CSP, which can give us clues of the
learning about the concept of function in the application of SRP, noting also its influence
on the formation of the Mathematics teacher. As results, we observed that the CSP
promotes a change in the praxeology of the students and teachers, while influencing the
teaching practices used by the teacher, promoting their professional training.

Keywords: Anthropological Theory of Didactics; Course of Study and Research;
Didactic Contract; Cycle of Solutions of problems. Function.



RESUME

La these a eu pour objectif d’analiser I’aplication du parcours d’étude et de recherche
(PER), un dispositif didactique qui peut étre utilis€ comme méthode pour I’enseignement
et I’apprentissage des notions mathématiques en Licence en Mathématiques, ainsi que
dans la formation initiale et supplémentaire du professeur de mathématiques. Le PER a
ses fondements dans la didactique des mathématiques frangaise et sa base théorique dans
la théorie anthropologique du didactique (TAD), ayant Yves Chevallard comme son
principal représentant. Nous utilisons aussi la notion de contrat didactique (CD) de Guy
Brousseau, qui nous apporte des ¢léments importants d’analyse des applications du PER,
mettant en évidence les contrats établis, les renégociations, les effets et les ruptures de
contrat didactique dans le processus. Pour compléter nos analyses dans le sens de vérifier
une possible apprentissage fournie par PER, nous utilisons le cycle de solution de
problemes (CSP) traité par la psychologie cognitive, en identifiant I’évolution des étapes
et les possibles insights. La proposition de 1’application du PER a été grace au contenu
de fonction, un important contenu de 1’éducation de base et de I’enseignement supérieur.
Notre recherche présente quelques points de connexion entre le CD et le PER, et par
conséquent, avec le CSP, qui peuvent identifier quelques avances et difficultés dans la
mise en ceuvre du dispositif didactique, surtout pour le changement du contrat didactique
déja établi par un nouveau contrat didactique. Donc, avec la TAD et le CD constatant les
questions liées a I’enseignement soutenu par le CSP, qui peut nous donner des indices
d’apprentissage du concept de fonction dans 1’application du PER, en observant
€galement son influence dans la formation du professeur de mathématiques. Comme
résultats, nous observons que le PER promeut un changement dans la praxéologie des
éleves et celle du professeur, en méme temps qu’influence les pratiques d’enseignement
employées par le professeur, en promouvant sa formation professionnelle.

Mots-clés: Théorie Anthropologique du Didactique; Parcours d’Etude et de Recherche;
Contrat Didactique; Cycle de Solution de Problemes; Fonction.
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Introducao

A Matemadtica € uma drea de conhecimento que tem diversas aplicacdes no seu
préprio campo, como também que contribui para o desenvolvimento de outras dreas da
ciéncia, a exemplo da tecnologia das dltimas décadas desenvolvida para a construgdo dos
hardwares e a elaboragdo dos softwares. A Matemadtica contribui, ainda, para o estudo do
universo, aplicando os conceitos matemadticos para representar as diversas situacdes
fisicas, e para a ciéncia econdmica, na elaboracdo de modelos matematicos para
representar um comportamento atual e prever um comportamento futuro das diversas
situacOes financeiras.

Ao compreendermos essa contribuicdo para evolucdo da ciéncia e para a
sociedade, devemos discutir o seu processo de ensino e aprendizagem permanente nas
instituicdes de ensino, no sentido de proporcionar a compreensdo de conceitos e
aplicagdes matematicas nas diversas dreas, bem como no de contribuir para a formacao
escolar do cidaddo e para o uso de conhecimentos da Matematica em situac¢des cotidianas.

Antes de discutimos sobre seu ensino e sua aprendizagem, devemos falar
brevemente sobre a finalidade dessa drea do saber para a sociedade. Segundo o Dicionario
da Lingua Portuguesa, Matemadtica € a “designacdo genérica das ci€ncias de método
essencialmente dedutivo que tem como como objeto de estudo os nimeros, figuras
geométricas e outras entidades abstratas” (COSTA; MELO, 1987, p. 1074). E importante
destacar, que a defini¢cdo da Matemdtica vem mudando a cada geracdo pelos matematicos,
os quais “formulam uma definicdo de acordo com o seu entendimento.” (DAVIS;
HERSH, 1985, p. 33).

A Matemadtica estd dividida em ramos, com particularidades e finalidades
conceitualmente interligadas. Entre os seus ramos, citamos a Aritmética, a Algebra e a
Geometria. A Aritmética estuda os niimeros, suas operacdes e propriedades. A Algebra
generaliza a Aritmética, utilizando varidveis que representam os numeros, estuda a
manipulagdo formal de equagdes, caracteriza os polindmios e as estruturas algébricas. A
Geometria estuda as formas, o tamanho e as posi¢Oes que as figuras ocupam no espago.
A interligacdo dessas areas deu origem a outras, como, por exemplo, o Calculo
Diferencial e Integral, que surgiu a partir da Algebra e da Geometria. Entdo, podemos

entender que a Matematica estuda as quantidades, as medidas, as formas, os espagos, as
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propriedades, as estruturas e padronizacdes, auxiliando em diversos campos tedricos e
praticos da ciéncia, na resolu¢do dos problemas.

Os conceitos matemdticos ajudam a resolver problemas em diversas situacdes,
como, por exemplo: na medicao de terras; na constru¢do de equipamentos € maquinas; na
organizacdo do sistema financeiro; na musica; na codificagdo ou decodificacdo; na
constru¢do civil; na construgdo dos diversos meios de transporte; na previsdo de
acontecimentos climdticos. Dai ser importante ensinar para as proximas geracdes 0s
conceitos matematicos, de maneira que a compreensao das nocdes e a de suas aplicacoes
sejam preservadas. Com esta finalidade, o seu ensino deve ser fundamentado em
propostas metodoldgicas que busquem a compreensdo dos conceitos matematicos de
maneira representacional, estrutural e funcional, ressaltando o seu papel na sociedade e
apresentando um sentido para os conceitos estudados. Davis e Hersh (1985) destacam a
constru¢do do sentido e a importincia da utilizacio da Matemdtica para o
desenvolvimento da sociedade, de forma a ocasionar avangos conceituais em diferentes
areas, a exemplo das ligadas a evolugdo dos computadores.

O principal responsével pelo processo de ensino dos conceitos matematicos e de
sua articulagdo com outras dreas de conhecimento para a sociedade sdo os professores de
Matematica, os quais necessitam de uma formagdo especifica que proporcione uma
compreensdo particular e geral das situagdes nas quais essa drea pode atuar.

No Brasil, os cursos de licenciatura em Matematica devem estar alinhados as
Diretrizes Curriculares Nacionais, com a inteng@o de construir praticas de ensino que irdo
influenciar diretamente na formagdo inicial e continuada. A Sociedade Brasileira de
Educagdo Matemética (SBEM, 2013) destaca a finalidade dos cursos de licenciatura em
Matemitica de preparacdo dos futuros professores, nos aspectos conceituais e didaticos,
com vistas a compreensdo dos conceitos matematicos e a sua aplicacdo, estabelecendo
sentido ao campo educativo e a conexao com o0s possiveis problemas do cotidiano.

A formagdo inicial e continuada dos professores de Matemadtica deve ser
fundamentada em teorias de ensino que busquem auxiliar a diddtica com o conceito
matematico, construindo uma prética que proporcione a unido entre a compreensao dos

conceitos e a transposi¢do diddtica. Nesse sentido, existem teorias e metodologias
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direcionadas para o processo de ensino e aprendizagem da Matemadtica, nas quais a
Didatica da Matematica'(DM) de influéncia francesa vem contribuindo.

A DM iniciou as suas pesquisas por volta da década de 1970, na Franca, onde o
fracasso da matemadtica moderna levou a discussdes e investigacdes que ocasionaram
acdes pontuais e gerais na busca da compreensao dos principais problemas para propor
possiveis alternativas aos fendmenos relacionados ao processo de ensino e aprendizagem.
Almouloud (2007, p.17) afirma que as pesquisas no campo da Diddtica da Matematica
vém trazendo bons resultados: “Os resultados alcangados demonstram avancos
importantes na identificacdo e na compreensao de fendmenos que interferem no processo
de ensino e de aprendizagem de conceitos matematicos”. Tais resultados consolidaram
essa drea de investigacdo e a exigéncia de interlocucdo com outras dreas, como a
psicologia, a sociologia, a epistemologia, a filosofia, entre outras, tornou-se necessdria.

Neste processo de consolidacdo da DM, algumas teorias foram desenvolvidas, a
saber: a Teoria da Engenharia Diddtica (ARTIGUE, 1996); a Teoria das Situacdes
Didéticas (BROUSSEAU, 1986); a Teoria Antropolégica do Diddtico (CHEVALLARD,
1996, 2007); a Teoria da Ontosemidtica (GODINO, 2012); e a Teoria dos Campos
Conceituais (VERGNAUD, 1996), dentre outras. As investigacoes da DM vém sendo
discutidas de maneira articulada por Brun (1996); Machado (2010); Parra e Saiz (1996);
D’Amore (2007); Almouloud (2007); Pais (2002); Bosch e Gascon (2010); Jonnaert e
Borght (2002), entre outros®. O propésito das discussdes tedricas e metodolégicas das
linhas de investigagdo da Didédtica da Matemdtica estd direcionado, dentre outras
questdes, a busca de modelos metodoldgicos voltados para o ensino da matemadtica bdsica
e superior de maneira articulada.

Dentre as teorias que compdem a DM, iremos destacar a Teoria Antropolégica do
Didatico (TAD) e a Teoria das Situagdes Diddticas (TSD), as quais foram abordadas em
nossa pesquisa. A TAD propde um desenvolvimento e articulagdes de nocdes

matematicas que funcionam como uma maneira de explicar o fendmeno da transposi¢cao

'Essa 4rea de conhecimento, em alguns paises, como na Franca e na Alemanha, é chamada de “Didatica da
Matematica”. Em outros, como na Holanda, ¢ denominada “Metodologia do Ensino da Matematica”. No
Brasil e nos Estados Unidos, bem como na maioria dos outros paises, é reconhecida por “Educagdo
Matematica” (FIORENTINI, 2009).

2 Existem paises que estdo aplicando, desenvolvendo e adaptando as nogdes e teorias da Didética da
Matematica. Destacamos a Espanha, Argentina e o Brasil com resultados expressivos.
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diditica® (BESSA DE MENEZES, 2010). Segundo Bosch e Gascén (2010), a Teoria
Antropolégica do Didético apresenta as formas de organizacdo do ensino escolar de
Matemitica e sdo descritas em termos de praxeologias de ensino, com dois blocos em sua
estrutura: pratico-técnico (a prdxis, o saber fazer diddtico) e o tecnoldgico-tedrico (o
logos, o saber didatico). A prdxis didatica é constituida dos tipos de tarefas e das técnicas
disponiveis quando hd um discurso tecnoldgico-tedrico didatico capaz de descrever,
desenvolver e explicar a pratica didética, possibilitando a criacdo de critérios para
aperfeicod-la.

No caso da TSD, iremos destacar a no¢do de Contrato Didatico
(BROUSSEAU, 1996) que analisa as relagcdes estabelecidas de maneira explicita e
implicita entre o professor e os alunos, em torno de um saber, assim como as suas
influéncias relacionadas ao processo de ensino e aprendizagem, observando o conjunto
de comportamentos* especificos do professor esperados pelos alunos e o conjunto de
comportamentos especificos dos alunos esperados pelo professor.

O Contrato Didético € constituido de trés polos relacionados entre si: o aluno, o
professor e o saber. Essa relacdo didatica entre eles tem por objetivo promover a
apropriacdo dos saberes definidos como saberes a ensinar (savoir a enseigner) pelos
alunos. Para que tal apropriacdo se torne possivel, sdo propostas situacdes didaticas nas
quais os saberes s@o mobilizados e negociados entre os parceiros didaticos. O Contrato
Didatico pode sofrer rupturas no sentido de interrup¢do das suas clausulas para a
estruturacdo de um novo contrato. Em qualquer situagdo didatica, o Contrato Didatico
estd presente, possibilitando andlises dos fendmenos relacionados aos processos de ensino
e de aprendizagem da matematica.

A TAD teve um papel central em nossa pesquisa, juntamente com a nogao do
Contrato Didatico, ao definirmos, inicialmente, a nossa fundamentacao tedrica, 0 nosso
objeto de pesquisa e a nossa problemdtica. No entanto, necessitamos, no decorrer da

pesquisa, do auxilio dos elementos tedricos do Ciclo de Solucdo de Problemas (CSP)

3 Segundo Chevallard (1991, p. 39), a transposi¢do didatica é uma “nogéo que observa o caminho do saber
cientifico para o saber a ser ensinado, analisando as mudangas de instituicdo para instituicdo, até a
construcdo do saber pelo aluno”.

4 O sentido de comportamento estd relacionado as expectativas esperadas e construidas pelo professor e
pelos alunos, durante o processo de ensino e aprendizagem de conceitos matematicos, em sala de aula ou
em outros ambientes de aprendizagem. Tal discussdo serd mais detalhada durante o texto desta tese, pois
trard elementos tedricos a construg@o conceitual e metodoldgica.
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fundamentado na Psicologia Cognitiva (PRETZ; NAPLES; STERNBERG, 2003;
STERNBERG; STERNBERG, 2017).

O CSP € representado por sete passos, que sdo: a identificagdo do problema; a
definicdo do problema; a formulagdo de estratégia, que é composta pelo pensamento
divergente para chegar no pensamento convergente ou parte da andlise para a sintese; a
organizacao das informagdes; a alocacdo de recursos; o monitoramento da solugdo; e, por
ultimo, a avaliacdo. Durante o desenvolvimento dos CSP, os passos seguem a ordem
apresentada, mas podem também acontecerem simultaneamente, ocasionando a sua
evolucdo e seus possiveis insights (SMITH, 1996; DAVIDSON, 2003; STERNBERG;
STERNBERG, 2017) que podem apresentar-se nos alunos, nos momentos de
aprendizagem do conceito matematico ensinado pelo professor.

Com a compreensdo da importincia do ensino dos conceitos mateméticos para a
sociedade, através das instituicdes de ensino e de seus professores, como também dos
elementos tedricos informados inicialmente, apresentamos a nossa problematica e a nossa

justificativa a seguir.

Problematica e Justificativa

Os desafios relacionados ao processo de ensino e aprendizagem dos conceitos
matematicos sdo originados de diferentes motivos, um deles tem origem na formacado
inicial e continuada de professores. Onuchic e Allevato (2009) comentam que os
professores das licenciaturas em Matematica estdo concluindo a sua formacao inicial sem
a preparacdo adequada para superar os problemas que existem nas salas de aulas da
educacgdo bésica. Tal fato nos levou a investigar qual o modelo de ensino € predominante
nas institui¢des de formacao de professores de Matematica.

Parra e Otero (2011) ressaltam que o modelo atual das universidades apresenta
um autismo institucional®, tanto pelos seus integrantes como também pela sociedade. Esse
autismo estd diretamente ligado as metodologias adotadas nos cursos de licenciatura em
Matemética, dificultando a evolug¢do da compreensdo dos conceitos, assim como a sua

funcionalidade. Fonseca, Bosch e Gascon (2007) comentam que o0s conceitos

5 O sentido do autismo institucional das universidades est4 ligado a uma deficiéncia na sua comunicagio
com a sociedade.
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matematicos sao estudados de uma tinica maneira, pontual e pouco articulada, refletindo-
se esse problema nos diferentes niveis de ensino. Outro problema na formacdo de
professores de Matemdtica é a epistemologia escolar monumentalista® presente na
educagdo basica, no sentido de que os contetidos sao visitados durante a formagao, nao
compreendendo a finalidade e aplicacao dos conceitos (CHEVALLARD, 2006).

Nos cursos de licenciatura em Matemdtica, a possivel reproducdo de conteddos
sem uma compreensdo de sua verdadeira finalidade € repassada para o futuro professor
que, em sua pratica docente, manipula as técnicas de resolucdo em problemas ja
determinando os caminhos de respostas. Esse direcionamento em excesso pode ocasionar

uma “fraude epistemologica”, conforme D’ Amore (2007):

O aluno produz uma resposta correta, mas nao porque tenha entendido
a sua necessidade matemadtica ou légica a partir do enunciado, ndo
porque tenha “compreendido e resolvido o problema”, ndo porque tenha
aprendido um objeto matemdtico, mas simplesmente porque
estabeleceu uma semelhangca com outro exercicio; ele apenas
reproduziu uma solucdo jé feita por outros para ele (D’AMORE, 2007,
p. 191).

Neste sentido, entendemos que a formacdo de professores de Matematica, no
Brasil, encontra-se em um paradigma de ensino tradicional (LEAO, 1999), o qual também
podemos caracterizar como o paradigma do inventario dos saberes (CHEVALLARD,
2009a, 2009b). A falta de preparo na formacgao dos professores de Matemaética, o autismo
institucional, a epistemologia escolar monumentalista e a fraude epistemoldgica foram as
principais questdes que nos fizeram refletir sobre a formacgdo do professor dessa drea de
ensino e, consequentemente, sobre o processo de ensino e aprendizagem dos conceitos
matematicos.

A Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) pode ser uma alternativa para
enfrentar as questOes relacionadas aos problemas de ensino e de aprendizagem da
Matemitica, como também de influenciar a formacao do professor. A TAD propde um

dispositivo didatico chamado Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP), que proporciona o

6 Termo utilizado por Chevallard, que o usa o sentido de “monumento”, em que sdo visitados, observados
e apreciados, mas, depois de um curto espago de tempo, as caracteristicas sdo esquecidas. Nesse sentido,
faz-se a semelhanca com os conceitos matematicos estudados na escola.
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ensino da Matemadtica como uma atividade de modelagiio’, construindo sequéncias de
ensino e aprendizagem e fazendo com que o professor tenha uma mudanga praxeoldgica.

Os Percursos de Estudo e Pesquisa surgem pela necessidade de fundamentar as
organizagdes diddticas escolares, nas quais sdo produzidos saberes para a criagdo de
respostas a questdes relacionadas a aprendizagem Matemdtica (BOSCH; GASCON,
2010). A conducdo desse dispositivo didatico consiste, basicamente, na construcio de
modelos matematicos levando em consideragdo as hipdteses formuladas. Assim, pode-se
elaborar elementos para a resposta da questdo geratriz® e de suas derivadas, de forma que
as responsabilidades do processo de ensino e aprendizagem sejam partilhadas entre
professor e alunos, possibilitando a verificagdo dos avancos e limitacdes dos modelos
matematicos sugeridos (BARQUERO; BOSCH; GASCON, 201 1). O dispositivo didético
proporciona uma mudanca de postura do professor e de seus alunos no que diz respeito
as praxeologias, que conduzem para uma ruptura do Contrato Didético atual para um
Contrato Didético renovado.

A aplicacdo do PEP vincula-se a um Modelo Epistemoldgico de Referéncia
(MER) necessario para fundamentar o seu desenvolvimento. O MER pode ser proposto
para um ensino mais amplo, como o da Geometria Plana, ou mais especifico, como para
o ensino de funcdo, tornando-se uma alternativa ao Modelo Epistemolégico Dominante
(MDR). Em nossa pesquisa, propomos um MER direcionado para o ensino e aplicacdo
do conceito de funcdo presente nos cursos de licenciatura em Matematica.

Este conceito € apresentado e utilizado nos contetidos das disciplinas de
Matemadtica Bdsica ou equivalente, nos cursos de licenciatura em Matemdtica, nas
Engenharias e em dreas afins. A escolha do conceito se deve ao fato de ele ser um dos
primeiros conceitos abordados nessas disciplinas, o que dard base conceitual para os
demais abordados posteriormente, como, por exemplo, os relacionados ao Calculo
Diferencial e Integral. O conceito de funcdo é importante compreender o conceito de
funcdo no Ensino Médio, como também que ele seja consolidado no Ensino Superior,
pois esté presente em varios ramos da Matemaética, como também em aplicacdes voltadas

para o cotidiano.

7 Escolhemos utilizar a palavra “modelagio” sem confundir seu significado com o da palavra
“modeliza¢do”, que tem a sua utilizacdo concretizada na area de estudo da modelagem matematica
(BASSANEZI, 2002).

8Pergunta ou questionamento sobre um determinado problema de um contexto relevante de ensino para o
professor e relevante na aprendizagem, para os alunos.
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Diante do contexto apresentado, formulamos a seguinte questao de pesquisa: quais
as restricoes e as condi¢des para o processo de ensino e aprendizagem do PEP na
abordagem do conceito de funcdo, em uma disciplina de Matemdtica Bésica da
licenciatura em Matemadtica. Paralelamente, tornou-se necessdrio observar quais
influéncias o PEP exerce na formacdo do professor da disciplina. Consequentemente,

levantamos quatro hipdteses:

Hi: As praxeologias atuais dos professores no processo de ensino e aprendizagem do
conceito de fun¢do ndo sdo compativeis com as praxeologias presentes no PEP;

H»: Ao aplicarmos o PEP existirdo rupturas que poderdo ocasionar novos contratos
didéticos, como também renegociacdes de contrato;

Hi: O PEP, na medida em que € um dispositivo didatico de ensino de conceitos
matematicos, também promove a aprendizagem;

Ha: O PEP tem influéncia nas mudancas praxeoldgicas do professor de uma disciplina de

Matematica Basica.

Objetivo Geral e Objetivos Especificos

Diante da nossa questdo de pesquisa e das hipdteses formuladas, tivemos o
seguinte objetivo geral: analisar os contratos diddticos estabelecidos, alguns elementos
cognitivos e as organizacdes praxeoldgicas construidas e/ou reconstruidas numa
aplicacdo do Percurso de Estudo e Pesquisa, na disciplina Funcdes I, da Licenciatura em

Matemética no processo de compreensao e aplicacdo do conceito de fungdo.

A partir do objetivo geral, formulamos os seguintes objetivos especificos:

» Identificar as organizagdes matematicas e didaticas do professor da disciplina
Funcdes I durante a aplicacdo dos Percursos de Estudos e Pesquisa, no processo
de compreensao da aplicacdo do conceito de fungao;

» Identificar as organizacdes matematicas dos alunos da disciplina Fungdes I
durante a aplicacdo dos Percursos de Estudos e Pesquisa, no processo de

compreensdo da aplicacdo do conceito de fun¢do;
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» Analisar as negociacdes do Contrato Didatico, em especial as possiveis rupturas
na aplicacdo dos Percursos de Estudos e Pesquisa, no processo de compreensao
do conceito de fung¢do, na disciplina Funcdes I;

» Analisar o desenvolvimento do PEP proposto na disciplina Funcdes I, tomando

por base o Ciclo de Solucdo de Problemas fundamentado na Psicologia Cognitiva.

O primeiro objetivo especifico estd direcionado para a verificacdo das mudangas
das organizacdes diddticas e matemadticas do professor da disciplina Fungdes I,
observando se o PEP influencia a sua pratica docente, sendo mais um instrumento de
formacdo do professor de Matemdtica. O segundo observa as possiveis mudancgas
praxeoldgicas realizadas pelos alunos, de modo que consigam articular as técnicas
conhecidas, de maneira a provocar uma crescente mudanga das organizacdes
matematicas. O terceiro visa verificar, através do Contrato Didético, as renegociagdes, 0os
efeitos e as possiveis rupturas, com base na relagdo entre o saber do professor e dos alunos
durante a aplicacdo do PEP. O ultimo tem a finalidade de observar se o PEP proporciona

a aprendizagem do conceito de funcdo.

Apresentacio da Tese

Com a nossa pergunta de pesquisa, as nossas hipéteses, o0 nosso objetivo geral e
os objetivos especificos, organizamos a nossa tese em cinco capitulos, ao longo dos quais
apresentamos a nossa visao sobre a formacao de professores no Brasil, a fundamentacao
tedrica por nds utilizada, o nosso MER, 0 nosso percurso metodoldgico, as andlises dos
dados e as nossas conclusdes.

Apresentamos, no primeiro capitulo, a trajetéria da formacdo do professor de
Matemdtica no Brasil, desde as primeiras aulas desta disciplina ministradas nas
institui¢cdes militares e técnicas (engenharias). Destacamos alguns momentos histéricos
que influenciaram a sua formacao, refletidos em suas préticas docentes na atualidade.
Discutimos, também, as estruturas dos cursos de licenciatura em Matematica, com
destaque para as suas transformagdes, até o formato atual. Outro ponto destacado foi o
paradigma de ensino tradicional que prevalece na formacao do professor de Matematica,

refletido diretamente no processo de ensino e aprendizagem dos conceitos matemaéticos.
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Por fim, caracterizamos o paradigma do questionamento do mundo discutido pela TAD
(CHEVALLARD, 2009a, 2009b), como alternativa ao paradigma do ensino tradicional
(LEAO, 1999).

No segundo capitulo, apresentamos as nossas discussdes sobre os principais
elementos tedricos de nossa tese. Iniciamos com a Teoria Antropolégica do Didatico,
trazendo os seus elementos tedricos, tais como: sistema didédtico; praxeologia;
organizacdo matematica e diddtica; os seus momentos de andlise; os niveis de
codeterminacao; e sobre o PEP, com os principais elementos tedricos que fazem parte do
seu desenvolvimento. Em seguida, contemplamos a nocdo de Contrato Didatico,
destacando o seu estabelecimento entre o professor, o aluno e o saber em jogo, as suas
renegociagdes, as suas rupturas e os seus efeitos. Para complementar a nossa pesquisa,
utilizamos o Ciclo de Solu¢do de Problemas fundamentado na Psicologia Cognitiva, para
observar seus passos e possiveis insights. Finalizando o capitulo, apresentamos as
possiveis relacdes entre os elementos das teorias citadas anteriormente, com a finalidade
de fundamentarmos as nossas analises.

No terceiro capitulo, apresentamos a nossa proposta do Modelo Epistemologico
de Referéncia para o ensino de fun¢do para a licenciatura em Matemadtica. Alguns pontos
foram levados em consideracgdo, tais como: um breve levantamento histérico da evolugao
do conceito de funcdo até a sua apresentacao nos livros didaticos utilizados atualmente
nos cursos de licenciatura em Matemadtica; a andlise de documentos oficiais da educacao
brasileira, com um olhar para o conceito de fun¢do; as dificuldades no processo de ensino
e aprendizagem desse conceito apresentadas por pesquisas realizadas no Brasil (ESPITA;
CRUZ; OCHOA, 2011; LOURENCO; OLIVEIRA, 2014; TENORIO; PENNA;
TENORIO, 2015; NEVES; RESENDE, 2016; ANDRADE; SARAIVA, 2012; SANTOS;
BARBOSA, 2017; LIMA, 2014) e a analise praxeolodgica de um livro didatico utilizado
nos cursos de licenciatura.

A construcdo e desenvolvimento do nosso MER estio fundamentados na
modelacdo matemdtica (CHEVALLARD, 1989; GASCON, 2001), nos niveis de
modelagio funcional (RUIZ-MUZON, 2010) e na atividade de modelagio funcional para
o célculo diferencial elementar (LUCAS, 2015). A proposta do modelo esta dividida no
campo discreto e no continuo, que possui tarefas para serem realizadas. Também ¢é
composto de quatro estdgios de modelacdo funcional, que partem da delimita¢do do

problema e do levantamento de hipdteses, incluem a elabora¢do do modelo a ser utilizado,
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sua andlise e aplicagdo e, por fim, a formulagdo de outras questdes derivadas e novas
hipéteses, levando a repeti¢do do processo.

No capitulo seguinte, temos a nossa proposta metodoldgica, com a nossa
abordagem de pesquisa, o local dos trabalhos e seus sujeitos, os instrumentos utilizados
ao longo do estudo, a proposta do percurso matemadtico e a descricdo do PEP aplicado.
Seguimos uma abordagem qualitativa, por ela apresentar elementos que proporcionam
responder a nossa questdo de pesquisa. O local da pesquisa foi uma institui¢do de ensino
técnico superior, com a participacdo de alunos do curso de licenciatura em Matematica.
Apresentamos a proposta de desenvolvimento do PEP, com as fichas diagndsticas de
trabalho e a questdo geratriz, juntamente com os percursos matematicos sugeridos. A
nossa proposta de PEP foi aplicada em dois estudos empiricos, que contém os momentos
de formagdo com o professor da disciplina Fungdes I e as sessOes presenciais € nao
presenciais.

No quinto capitulo, temos as andlises dos dados coletados nos dois estudos
empiricos realizados. As andlises foram organizadas de maneira separada, com cada
momento do estudo empirico sendo acompanhado da descri¢do da formacao do professor
da disciplina Fungdes 1 e das sessdes presenciais. Ao final de cada andlise dos estudos
empiricos, apresentamos os resultados preliminares.

Ao final, apresentamos as nossas conclusdes e as questdes abertas, seguidos dos
anexos. Esperamos que a tese deixe para o leitor mais perguntas sobre o tema do que
respostas, porque entendemos que a finalidade de uma pesquisa nido € fechar as
discussdes, mas amplid-las especialmente sobre o Percurso de Estudo e Pesquisa, e sua

aplicacdo nos cursos de licenciatura em Matematica.
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Capitulo I - A Licenciatura em Matematica no Brasil: a formacao do
professor de Matematica e o paradigma da TAD

A condugdo metodoldgica da formagdo de professores tem um cardter especifico
e importante para o processo de ensino e aprendizagem, e para os conceitos a ele
relacionados nas diversas dreas de conhecimento. Neste sentido, a estrutura dos cursos de
licenciatura é baseada em principios metodolégicos que regem a formacdo do futuro
professor, influenciando diretamente na sua pratica docente.

As licenciaturas em Matematica possuem préticas metodolégicas fundamentadas
em teorias de ensino e, possivelmente, em experiéncias herdadas pelos seus professores
e transmitidas de uma geracdo para outra. Para tentar compreender qual a predominancia
formativa existente nesses cursos no Brasil, apresentaremos pontos historicos, tedricos e
documentais caracteristicos, de forma geral, da formagdo atual. Posteriormente,
discutiremos os desafios da formacdo de professores de Matematica e como o paradigma
da TAD se apresenta como uma possivel mudanca nessa pratica. Destacamos que 0 nosso
objetivo ndo € fazer uma discussdo demasiada, mas levantar alguns pontos relevantes para

a nossa discussdo, de maneira a alicercar as ideias apresentadas na nossa pesquisa.

1.1 O Surgimento da Profissio do Professor e das Licenciaturas em
Matematica no Brasil

Antes da existéncia dos cursos de formacdo de professores de Matematica no
Brasil, os professores eram oriundos de instituigdes de formagdao militar ou técnica, a
exemplo dos cursos de formacdo de oficiais e de engenheiros, que apresentavam, em seu
curriculo, disciplinas de Matemdtica que complementavam a sua formacao.

Valente (2005) comenta que as origens da profissao do professor de Matematica
remetem as escolas militares fundadas no final do século XVII, pelo fato de o
conhecimento matemdtico tornar-se essencial para a forma¢do do militar, o qual se
deparava com os cursos de Aritmética, Algebra e Geometria. Com o decorrer dos anos,
veio a consolidacdo desses cursos e, com base neles, foram produzidos livros para o
ensino da Matematica que influenciaram a organizagdo da referida disciplina no ambito

escolar, até o século XIX.
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Nas primeiras décadas do século XIX, com a criacdo dos cursos juridicos, os
professores militares passam a ensinar Geometria, existindo uma ampliacdo do ensino da
Matemética para outras areas. Posteriormente, surgiram outras aulas avulsas além das de
Geometria, como as de Latim, Retérica, Filosofia e Francés, as quais, reunidas,
originariam as primeiras institui¢des de ensino secunddrio que davam acesso aos cursos
superiores, a exemplo dos cursos juridicos e das escolas de Medicina.

Com o passar dos anos, até o inicio do século XX, existiu um aumento do nimero
de professores de Matematica, que eram origindrios das escolas militares e politécnicas,
como também do colégio-modelo do Império, do Colégio Pedro II e dos cursos
preparatdrios de engenheiros. A falta de instituicdes que formassem professores nessa
area, até o inicio do século XX, levou os engenheiros a serem os principais responsaveis
por ministrar as aulas de matematica, e muitos deles ingressavam no magistério como
professores substitutos que poderiam chegar a cdtedra de Matemadtica®. (VALENTE,
2005).

Nessa €época, as discussOes relacionadas ao ensino da Matematica estavam se
iniciando em nivel internacional, existindo eventos € comissOes com a finalidade de
discutir o tema, a exemplo do Congresso Internacional de Matemdtica realizado em
Cambridge em 1912 e a Commission Internationale de |’Enseignement Mathématique
(CIEM). Esta é uma comissdo da International Mathematical Union (IMU)°, com
interesse em questdes internacionais relacionadas a educagdo matemética, com o objetivo
de promover melhorias nas condi¢des de ensino da Matemadtica, através de publicacdes
cientificas, pedagdgicas, programas e atividades variadas. Tem uma atuacdo mais efetiva
nos paises emergentes, no sentido de melhorar os padrdes de educagdo matemaética.

As influéncias das discussdes internacionais chegaram no Brasil por volta de
1920, e teve como representante Euclides Roxo, que era professor do Colégio Pedro II.
Ele foi responsdvel por reformas no ensino da matematical?, pela produgio de livros
didaticos e pela defesa de um ensino da matemaética por professores que tivessem uma

formagdo especifica (VALENTE, 2008). Tais discussdes geraram embates entre o0s

° O mais alto nivel do magistério na época.
10 Para saber mais sobre a IMU, acessar https://www.mathunion.org/
" Sobre detalhes da atuacdo de Euclides Roxo em reformas para o ensino da matemdtica, ver
(CARVALHO; WERNECK; ENNE; COSTA; CRUZ, 2000)
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professores que ensinavam Matematica, como os ocorridos entre Euclides Roxo com o
professor Antdnio Lisboa®2.

Para Euclides Roxo, o professor Lisboa era o exemplo do professor conhecedor
de Matemadtica, mas que nao conhecia as questdes relacionadas ao ensino (VALENTE,
2005). Nesse momento, o Euclides Roxo levantou a discussdao de que um professor de
Matemética ndo deve ter apenas o conhecimento e dominio dos conteddos especificos
para ensinar, mas também uma preparagdo sobre como ensinar esses contetidos.

As transformacgdes do ensino da Matematica realizadas nas primeiras décadas do
século XX levaram em consideracdo a criacdo de institui¢des especificas para a formacgao
de professores dessa disciplina, e voltavam-se para a formacdo de um profissional
preparado metodologicamente para seu ensino em nivel do secundario.

Tais acontecimentos também nos remetem a um possivel inicio de mudanca de
paradigma®3, no sentido da formagdo do professor e do ensino da Matemadtica, nos quais
a centralidade no ensino da técnica pela técnica comega a dar lugar a uma preocupagdo
com 0 ensino.

Diante da necessidade de formar profissionais preparados para o ensino das
diversas dreas de conhecimento, foram criados os primeiros cursos de formacgdo de
professores no Brasil, que surgiram com a cria¢do das Faculdades de Filosofia Ci€ncias
e Letras, por volta de 1930 (CASTRO, 1974). A formacao dos professores de Matematica
para o ensino secunddrio passou a ser chamado de 3 + 1; no caso, trés anos de formacao
especifica e um ano de formacgdo didética, correspondendo a 75 % do curriculo em
disciplinas de Matematica. Segundo Fiorentini e Oliveira (2013), o formato dos cursos de
formacao de professores 3 + 1 teve a perspectiva da aplicacdo do conhecimento
matematico produzido e pesquisado na academia, para o ensino secunddrio, fazendo com
que houvesse um primeiro um rol de disciplinas de matemaética superior para, depois, ter-
se acesso aos processos metodolégicos de ensino.

Esta estrutura de ensino resultava de uma visao segundo a qual “ensinar era visto,
essencialmente, como transmitir o conhecimento do professor para o aluno. E aprender
era, basicamente, receber essa transmissao sem muitos ruidos” (MOREIRA, 2012, p.

1138). Segundo Manrique (2009), ainda € comum encontrar, nos cursos de licenciaturas

120 relato da discussio estd detalhado no artigo de Valente (2005).

13 Entendemos paradigma segundo a afirmagdo de Thomas Kuhn, que considera paradigmas “as realizagdes
cientificas universalmente reconhecidas que, durante algum tempo, fornecem problemas e solugdes
modelares para uma comunidade de praticantes de uma ciéncia” (KUHN, 1998, p. 13).
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em Matematica, a concepg¢ao da transmissao dos conteidos, de acordo com a ordem dos
livros didéticos ou utilizando outras fontes de informacdo, ficando o aluno passivo no
processo de aprendizagem e direcionando-se a aula para a memorizacdo e fixacdo de
conteddos através de exercicios de repeticao.

A atuacdo dos professores de Matemdtica das escolas militares e técnicas
moldaram esse modelo de formagcdo 3 + 1, no qual o conteddo matemadtico era
predominante e segundo o qual, para ensinar Matemética, o futuro professor teria que ser
primeiro um bacharel, ou um quase bacharel em Matematica. No entanto, esse formato
também revela uma preocupacdo com o ensino, apresentando uma mudanga de
perspectiva didatica, com a exigéncia de um ano de formacao didética.

Com a aprovacgdo da Lei de Diretrizes e Bases da Educacao (LDB), em 1961,
foram criados o Conselho Federal de Educagdo (CFE) e seus conselhos Estaduais. O CFE
teve como uma das atribuicdes estabelecer o curriculo minimo e o tempo dos cursos de
ensino superior. Com o parecer 292/62 do CFE, o modelo 3 + 1 ndo foi admitido nos
cursos de formacgao de professores, no qual a licenciatura e o bacharelado passaram a ser
graus distintos, podendo ser cursados ao mesmo tempo (CASTRO, 1974).

Com o passar dos anos, os cursos de formacdo de professores tiveram outros
formatos, como os cursos de licenciaturas centrados nas suas respectivas areas. No caso
da Matemitica, o Curso em Ciéncias!® era a base comum para Fisica, Biologia, Quimica
e Matematica, e, posteriormente, a complementacdo especifica. Apesar de os cursos de
formacdo de professores de Matemdtica terem atualmente formatos diferentes, e ndo mais
o formato 3 + 1, a estrutura curricular adotada anteriormente permanece, conforme

observa Moreira (2012):

... podemos dizer que as licenciaturas sairam do 3+1. Mas, apesar disso,
0 que nos permite afirmar que o 3+1 ndo saiu das licenciaturas? A
resposta é: a ldgica subjacente ao 3+1 ainda permanece como a logica
estruturante desses cursos (MOREIRA, 2012, p. 1140).

Com a mudanca curricular nos cursos de formagao de professores de Matematica,
atualmente, as disciplinas deste curso podem ocupar, em média, 50% do curriculo, porém

o trabalho desarticulado com as disciplinas direcionadas para o ensino continua a ser um

14 Para saber mais detalhes sobre a constitui¢dio dos cursos de ciéncias, ver o artigo de Castro (1974).
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dos problemas da formacdao (MOREIRA, 2012). Tal desarticulagdo, presente nos cursos
de formacdo de professores, pode ser estendida para os conteidos especificos de
Matemitica, nos quais os conceitos também podem estar sendo ensinados separadamente,
sem qualquer conexdo entre si.
Em relagdo a formacdo inicial do professor, verificamos que os
principais problemas detectados pelas primeiras pesquisas de 70 e 80,
junto aos cursos de Licenciatura em Matematica, também se fizeram
presentes nos estudos mais recentes. Esses problemas foram:
desarticulacdo entre teoria e prética, entre formacdo especifica e
pedagégica e entre formacdo e realidade escolar; menor prestigio da
licenciatura em relag¢do ao bacharelado; auséncia de estudos histdricos-
filoséficos e epistemoldgicos do saber matematico; predominancia de
uma abordagem técnico-formal das disciplinas especificas; falta de
formagao teérico-pratica em Educacdo Matematica dos formadores de

professores (FIORENTINI; NACARATO; FERREIRA; LOPES,
FREITAS; MISKULIN, 2002)

Diante desta breve apresentacao de alguns pontos histdricos da trajetoria do ensino
e do professor de Matematica, até os cursos de licenciatura, podemos destacar duas
questdes relevantes, concernentes nos curriculos de formacdo. A primeira é a forte
influéncia dos antigos cursos do formato 3 + 1, os quais tém uma centralidade no
conhecimento matematico, em detrimento do conhecimento pedagdgico. A segunda pode
ser uma consequéncia da primeira, a metodologia de ensino predominante e que guia os

futuros professores, com base na reproducdo dos conceitos matematicos, sem qualquer

conexao entre si € com a repeticdo excessiva de exercicios.

1.2. Os Desafios dos Cursos de Formacao dos Professores de Matematica no
Brasil

A formacao inicial de professores de Matemadtica, no Brasil, apresenta véarias
influéncias que sdo oriundas do processo histérico, social e cultural, as quais se refletem
nas propostas curriculares dos cursos de licenciatura, e, consequentemente, na pratica
desenvolvida em sala de aula, existindo uma incidéncia direta no processo de ensino e
aprendizagem da Matematica. Os curriculos dos cursos de Licenciatura em Matematica

sd0 um tema com discussdes em nivel nacional e internacional. A partir delas, pode-se

32



mudar a prética dos futuros professores e influenciar diretamente o ensino da referida
disciplina.

As discussdes em torno das propostas curriculares para a formagao de professores
de Matemadtica no Brasil sao destacadas pela Sociedade Brasileira de Educacao
Matemadtica (SBEM) e pela Sociedade Brasileira de Matematica (SBM). Ambas as
institui¢des escreveram um documento a respeito da formacdo de professores da drea,
levantando alguns problemas de sua formacdo e sugerindo algumas propostas para os
cursos de licenciatura. De acordo com esse documento, o curso de Licenciatura em

Matematica é

. muito parecido com primeiro curso de Matemadtica criado na
Universidade de Sao Paulo, em 1934. Na maioria das instituicdes, as
disciplinas ainda sdo agrupadas em contetido especifico e conteidos
pedagégicos, com tendéncia a valorizar mais o primeiro grupo que o
segundo, mesmo em se tratando da formagdo do professor de
Matemadtica e ndo do bacharel em Matemadtica (SBEM, 2013, p. 3 e 4)

Tal afirmac¢do, nos remete a formagdo 3 + 1 que tem uma presenga forte nos
curriculos das licenciaturas em matematica atuais. Essa influéncia que sofrem as
propostas curriculares gera perfis diferentes, com problemas diversos para a formacao do
professor de Matematica, conforme Gatti e Barreto pontuam:

Fica claro que esses cursos de licenciatura em Matemdtica estdo
formando profissionais com perfis diferentes, alguns com uma
formagdo Matematica profunda, que talvez ndo se sintam preparados
para enfrentar as situagdes de sala de aula, que ndo se restringem ao
saber matematico. Outros, com uma formagdo pedagdgica desconexa
da formacgdo especifica em Matemadtica, forcando o licenciado a

encontrar as inter-relacdes entre esses tipos de formagdo (GATTI;
BARRETO, 2009, p. 145).

Segundo Santos, Costa € Gongalves (2017) comentam que as licenciaturas em
Matemitica devem deixar claro, nas suas propostas curriculares, que ndo estdo formando
matemadticos, mas professores. Uma formacdo centrada no conteddo matemdtico ndo
aproxima o futuro professor da realidade que ele vai enfrentar; do contrario, faz com que
qualquer mudanca de postura na sala de aula seja impossibilitada. No inicio do século

XX, Felix Klein, matemdtico alemdo e escritor de vdrias obras para o ensino da
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Matematica, ja demonstrava a preocupa¢do com uma formacgdo inicial voltada para a

realidade das escolas, como vemos na passagem abaixo:
Quando, depois de complementarem o curso, se tornam professores e
sdo confrontados de ensinar matemética elementar de forma adequada
ao grau de ensino, primario ou secunddrio, a que se dedicam, e como
nio conseguem estabelecer nenhuma relacdo entre esta tarefa e a
matemadtica que aprenderam na universidade, facilmente aceitam o
ensino tradicional, ficando os estudos universitirios mais ou menos

agraddveis que ndo tem influéncia na sua forma de ensinar (KLEIN,
2009, p. 1)

Um redirecionamento das propostas dos cursos de Licenciatura em Matematica
torna-se necessario para formar um profissional preparado, com condi¢des conceituais e
metodoldgicas de enfrentar as demandas da sociedade na qual ele esta inserido. A SBEM
(2013) reconhece que a formacdo do professor de Matematica necessita de uma reflexao
cautelosa no que diz respeito as especificidades de sua pratica e, que, como resultado
dessa reflexdo, possa influenciar a estrutura curricular do curso. Portanto, algumas
instituicOes orientam e sugerem pontos essenciais para os cursos de Licenciatura em
Matematica reformularem as suas diretrizes curriculares.

As Referéncias Curriculares Nacionais dos Cursos de Bacharelado e Licenciatura,
documento produzido pelo Ministério da Educacdo, destacam o perfil do licenciado,
atribuindo uma centralidade na docéncia da Educacdo Basica, na qual o conhecimento
dos fundamentos da Matemadtica necessita ser solido, levando em consideracdo o
desenvolvimento histérico e a relacdo nas diversas dreas, como também ressalta a
necessidade de um conhecimento especifico para realizacdo da transposicao dos temas
matematicos em conhecimento escolar (BRASIL, 2010).

Este documento apresenta dois conhecimentos essenciais que o futuro professor
de Matematica deve dominar: 1) os fundamentos matemaéticos e 2) a transposi¢ao desses
conhecimentos para Educacdo Bdsica. O primeiro conhecimento estd sendo moldado
durante séculos, pelas discussdes do que ensinar em Matemdtica e pelas diversas
mudancas curriculares nos cursos de formacgdo de professores, na maioria das vezes os
conteddos matemdticos preenchendo um espaco maior nos curriculos. O segundo
conhecimento tem sido trabalhado hd décadas, com estudos e avancos significativos,
sendo implementado nos curriculos de maneira mais evidente nos ultimos anos.

Entendemos que os dois conhecimentos se apresentam desequilibrados na formacdo do
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professor de Matematica, haja vista que muitos licenciados saem despreparados em
relacdo a um dos dois conhecimentos, ou aos dois.

A SBM (2015) elaborou uma proposta na qual estabelece as diretrizes curriculares
para o ensino da Matemadtica resultante de discussdes relacionadas a formagdo dos
professores. Tal proposta tem dois principios norteadores: o primeiro destaca o
conhecimento profundo do que se ensina, mas também a necessidade de “dominar a
conexao” entre a matematica estudada no curso e sua pratica docente; o segundo ressalta
anecessidade de o futuro professor compreender o conhecimento matematico mais amplo
e profundo, isto €, o conhecimento da Matematica superior, com a intengao de articular
com os conhecimentos da Matemdtica bdsica com outras dreas de conhecimento, a
exemplo da Quimica, da Fisica e da Biologia (SBM, 2015, p. 12).

O primeiro principio € semelhante aos dois dominios de conhecimentos
apresentados nas Referéncias Curriculares Nacionais dos Cursos de Bacharelado e
Licenciatura em Matematica, existindo o mesmo direcionamento. O segundo principio
destaca que os conteidos matematicos devem ser desenvolvidos e articulados entre si,
ampliando o seu entendimento dentro da propria Matematica, como também em outras
areas de conhecimento nas quais a matemadtica € considerada ferramenta para o
desenvolvimento das mesmas.

Ball e Bass (2009, p. 1) destacam que, para o ensino da Matemadtica, os futuros
professores necessitam ter uma visdo ampla e profunda dos conhecimentos matematicos
os quais eles irdo ensinar, buscando uma visdo periférica ou um tipo de “visdo do
horizonte matematico®>”.

As diretrizes curriculares para os cursos de Matematica aprovadas pelo CNE
(2001) apresentam, em uma das suas orientacdes, que a estrutura curricular deve
“construir uma visao global dos conteudos de maneira teoricamente significativa para o
aluno” (CNE, 2001, p. 4). Observamos que as orientacdes apresentadas para a formagao
do professor de matemadtica no Brasil destacam a compreensdo sélida e profunda dos
conceitos matemdticos € um entendimento amplo na propria Matemdtica, como também
em outras dreas de conhecimento. E, por dltimo, este documento apresenta a importancia

da transposi¢ao didética destes conhecimentos para a Educagao Bésica.

15 Vision horizon knowledge of mathematics (BALL; BASS, 2009, P. 1).
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Observamos que as discussodes relacionadas a mudanga dos curriculos, nos cursos
de licenciatura, sdo realizadas pelas principais institui¢des que representam o ensino da
Matemitica no Brasil, apresentando alguns problemas e algumas sugestdes. No caso dos
problemas, destacamos dois: 1) a falta de identidade!® dos cursos de licenciatura,
existindo uma influéncia da formacao do bacharelado; 2) a utilizagdo desarticulada dos
conceitos matemdticos no processo de ensino e aprendizagem. Dentre as sugestdes: 1)
direcionam para a necessidade de mudanga que prepare o futuro professor de forma que
tenha um conhecimento sé6lido no conhecimento matematico, com uma visao ampla e
articulada do conceito, na propria Matematica e nas diversas dreas; 2) a capacidade de o
futuro professor compreender as diversas propostas metodoldgicas de ensino, de maneira
que possam ser articuladas com o conhecimento matematico.

Diante deste quadro apresentado até aqui, utilizamos um dispositivo didatico em
nossa pesquisa fundamentado na TAD, para buscarmos alguns caminhos que superem os
problemas e atendam a algumas das necessidades apresentadas pelas instituicoes
responsaveis pelo ensino da Matemdtica. Em seguida, tentaremos descrever qual
paradigma o ensino da Matemdtica e a formacdo de professores t€ém sido mais
influenciados. Consequentemente, apresentaremos o paradigma que a TAD propde e suas

consequéncias na formacao de professores e para o ensino da Matematica.

1.3. O paradigma da TAD, o PEP e a Formacao de Professores de Matematica
no Brasil

O processo de mudanca na formacdao do professor de Matematica vem sendo
influenciado pelo contexto educacional, social e pelas demandas de cada periodo
historico. Esse processo de mudanga € incentivado por paradigmas que vao mudando ou
se adequando com o decorrer do tempo, a partir de novos questionamentos que vao
surgindo na comunidade cientifica, iniciando lutas e resisténcias entre as novas e as velhas

concepgoes.

16 Entendemos como falta de identidade dos cursos de formacdo de professores de matemdtica quando os
cursos ndo apresentam, em seu curriculo uma coeréncia entre a matriz curricular e seus objetivos de
formacdo.
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Kuhn (1998) comenta que cientistas podem fazer parte de grupos diferenciados e
ter interpretacdes diferentes sobre o mesmo tema, com argumentacdes alicercadas, cada
um, pelo paradigma que os rege. O processo de mudanga de paradigma de um dos grupos
ndo pode ser forcado nem, muito menos, imposto; mas, através de argumentacgdes e
provas, devem ser apresentados e discutidos, na incorporagdo de outra ideia.

Com o processo mudanga surge a resisténcia de um dos grupos, com “a fonte dessa
resisténcia e a certeza de que o paradigma antigo acabara resolvendo todos os seus
problemas e que a natureza pode ser enquadrada na estrutura proporcionada pelo modelo
paradigmatico” (KUHN, 1998, p. 192). Ao nos reportamos ao contexto da formagao de
professores de Matemdtica no Brasil, vimos que, apesar de as mudancas curriculares
terem acontecido, notamos uma resisténcia de grupos na adequacdo destes curriculos,
pelo motivo de acreditarem na necessidade de existir a maior presenga de conteidos
matematicos na formacao do professor.

Esse contexto estd inserido em um paradigma do ensino tradicional que influencia
diretamente a sua organizagdo curricular, e, consequentemente, a pritica do professor.
Ledo (1999) comenta que o paradigma do ensino tradicional “foi um dos principais a
influenciar a prética educacional formal, bem como o que serviu de referencial para os
modelos que o sucederam através do tempo” (LEAO, 1999, p. 188).

O ensino tradicional tem a escola como um instrumento para difundir as
orientagdes e transmitir os conhecimentos acumulados pela humanidade; a transmissao
desses conhecimentos acontece de forma logicamente sistematizada, na qual o professor
€ o principal agente dessa transmissdo e seus alunos agentes passivos do processo
(SAVIANE, 1999). Apesar das significativas mudangas terem acontecidos nas propostas
curriculares, a ideia de transmissao de conhecimento esta presente nos documentos e nas
propostas da formacdo inicial, caracterizando a presencga desse paradigma de ensino nos
dias atuais.

Segundo Moraes (1997), a fragmentagdo do conhecimento e, por conseguinte, das
praticas pedagdgicas € um retrato do ensino tradicional, cuja caracteristica principal € ndo
ter o aluno como foco central do processo de ensino, mas sim os seus procedimentos.
Com énfase nos procedimentos, existem algumas a¢des direcionadas para a formacao de
professores e que t&ém uma abrangéncia nacional no Brasil com foco nos procedimentos

de ensino, destacamos o Programa de Aperfeicoamento de Professores de Matematica
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para o Ensino Médio (PAPMEM), o Mestrado Profissional em Mateméatica (PROFMAT)
e a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Piablicas (OBMEP).

O PAPMEM foi iniciado em 1990. E um programa idealizado e organizado pelo
Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada (IMPA), com o objetivo de treinar os professores
de Matematica em todo o territério nacional, abordando contetidos matematicos do ensino
médio. Acontece, geralmente, duas vezes por ano, em diversos pdlos distribuidos no
Brasil. Possui metodologia que consiste em assistir as aulas e resolver os exercicios que
sdo apresentados e elaborados por um grupo de professores do IMPA, nos quais as
discussoes das resolugdes das questdes sao direcionadas pelos professores do Programa.

O PROFMAT foi iniciado em 2011 e € um mestrado semipresencial com oferta
em todo o territério nacional, com a coordena¢do da SBM e o apoio do IMPA. Tem a
finalidade de qualificar os professores de Matematica da Educagdo Bésica da rede
publica. As aulas s@o, em sua maioria, expositivas € a sua matriz curricular € composta,
em quase sua totalidade, de disciplinas de Matematica. O seu objetivo, que estd expresso
no artigo 2* do seu regimento, diz que o PROFMAT deve desenvolver uma formagao
matematica “profundada e relevante ao exercicio da docéncia na Educacdo Basica,
visando dar ao egresso a qualificacdo certificada para o exercicio da profissdo de
professor de Matematica” (PROFMAT, 2019).

O PAPMEM e o PROFMAT sdo programas que influenciam a formacao de
professores e que t€m caracteristicas estruturantes do ensino tradicional, seja na
metodologia ou nas propostas curriculares, que trazem a visdo de que muito conhecimento
matematico € suficiente para ser um bom professor.

Outro programa que estéd alinhado é a OBMEP, criada em 2005. Trata-se de um
projeto nacional realizado pelo IMPA e que tem o apoio da SBM. Inicialmente, sua
aplicacdo era exclusiva para as escolas publicas, mas hoje € também aplicada nas escolas
privadas. Essas acOes s@o direcionadas para o ensino fundamental e médio, distribuidas
em trés niveis e realizadas em duas etapas. A primeira etapa acontece com questdes de
multipla escolha, com uma exigéncia minima de acerto para seguir a proxima etapa. A
segunda e ultima etapa é composta de questdes abertas de Matemadtica, nas quais os
resultados classificam os alunos em cada nivel. A OBMEP tem como um dos seus
objetivos principais a melhoria da qualidade da educagdo basica, como também incentivar
o aperfeicoamento dos professores. Como os dois programas anteriores, a OBMEP esta

centrada nos procedimentos de ensino.
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Podemos considerar que esses trés programas tém uma consideravel influéncia na
formacdo de professores de Matematica no Brasil. Todos recebem verbas governamentais
através do Ministério da Educacdo (MEC) e do Ministério da Ciéncia, Tecnologias,
Inovagdes e Comunicagdes (MCTIC). Possivelmente, este € um dos motivos de terem
uma abrangéncia nacional, influenciando a¢cdes e mudancas curriculares nas licenciaturas
em Matematica, nas diversas instituicdes de ensino. Também destacamos que a
justificativa principal dos programas € enfrentar as dificuldades relacionadas ao ensino
da Matemdtica, seja atuando na formagdo do professor ou na insercio direta na sala de
aula.

Apesar da atuagdo desses programas, o Brasil ndo apresenta bons resultados nas
avaliacOes internacionais. O Programme for International Student Assessment (PISA)Y,
desenvolvido e coordenado pela Organisation for Economic Co-operation and
Development (OECD)*, possui representagdes e coordenacoes locais em varios paises.
No Brasil, o PISA € coordenado pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Anisio
Teixeira (Inep)!®. Tem como objetivo avaliar as habilidades e os conhecimentos
adquiridos essenciais para exercer a participacdo do aluno na sociedade. Sdo avaliados os
alunos préximo ao final da escolaridade obrigatdria, nas habilidades de compreensao de
leitura, Matemdtica e Ciéncias. A sua aplicacdo € trienal, tendo sido a dltima aplicada em
2018.

Segundo a OECD (2016), o Brasil estd abaixo da média dos paises participantes
nas trés habilidades. No caso da Matematica, vem tendo uma pequena recuperagdo desde
a primeira avalicdo, no ano 2000, porém, nos resultados de 2015, apresentou um
retrocesso em sua pontuagdo, em relagdo a 2012.

O ensino da Matemética no Brasil vem avancando lentamente em comparagdo a
outros paises que fazem parte da OECD, sendo muitos os motivos relacionados a este

entrave, a exemplo: do baixo indice do IDH?® nas diversas localidades do pais; da falta

I7 Para mais informagdes, acessar: http://www.oecd.org/pisa/
18 Para mais informagdes, acessar: http://www.oecd.org/
19 QO Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP) é uma autarquia
federal vinculada ao Ministério da Educacdo (MEC). Sua missdo € subsidiar a formulacido de politicas
educacionais dos diferentes niveis de governo, com intuito de contribuir para o desenvolvimento econdmico
e social do pais”. Trecho retido do site: http://portal.inep.gov.br/web/guest/sobre-o-inep
20«0 ndice de Desenvolvimento Humano (IDH) é uma medida resumida do progresso a longo prazo em
trés dimensdes basicas do desenvolvimento humano: renda, educacio e saide. o objetivo da criagdo do IDH
foi o de oferecer um contraponto a outro indicador muito utilizado, o Produto Interno Bruto (PIB) per
capita, que considera apenas a dimensdo econdmica do desenvolvimento”. Trecho retirado do site:
http://www.br.undp.org/content/brazil/pt/home/idh0.html
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de uma politica de governo voltada para o ensino e a formagao de professores; da falta de
infraestruturas adequadas das escolas publicas, entre outros.

N3ao indicamos como principais responsdveis desse entrave o modelo do ensino
tradicional que molda os programas de formacdo de professores de Matematica e que
influencia os curriculos e as praticas docentes, pois € uma constru¢ao social escolhida
pelas institui¢des. Os responsdveis sdo todos os sujeitos que fazem parte da sociedade,
principalmente que tem o poder de decisdo nas diferentes esferas administrativas e que
podem apresentar alternativas para o entrave. O ensino e a formagao de professores de
Matemadtica necessitam de uma verdadeira transformagdo que quebre com a metodologia
dominante atual, fugindo de solugdes dentro desse mesmo dominio pragmético (KUHN,
1998).

Diante desse contexto, seguimos a ideia de Chevallard (2009a, 2009b), que tenta
enfrentar o paradigma do ensino tradicional, propondo, através da Teoria Antropoldgica
do Didatico (TAD), a discussao do paradigma escolar do questionamento do mundo para
contrapor o paradigma escolar de inventério de saberes. O paradigma da TAD parte de
uma dimenséo codisciplinar?!, buscando, principalmente, enfrentar o ensino e aplica¢do
isolada dos conceitos matematicos escolares, articulando o seu entendimento nos
diferentes niveis institucionais. Proporciona ao professor uma visdo ampla e articulada
dos conceitos matemaéticos, um ensino ampliado e articulado dentro da drea matematica,
como também fora dela. O conceito matemadtico deixa de ter uma fun¢do de monumento??
sem vida e sem sentido, para adquirir uma fungdo articulada e ampla, existindo a razao
de ser.

No nivel escolar, o professor tem o papel de proporcionar um ambiente de ensino
que construa uma visao ampla e articulada dos conceitos mateméticos abordados. Mesmo
que tome como referéncia inicial um determinado conteddo, sua ampliacdo e articulagdo,
deve abordar outros conceitos esperados ou ndo. Esse cendrio € constituido por
questionamentos iniciais conectados ao mundo e que sdo interdisciplinares, que devem
ter um potencial gerador de outras questdes, gerando o interesse dos alunos ao buscarem
uma possivel resposta dos questionamentos (CHEVALLARD, 2012). O paradigma do

questionamento do mundo tem uma influéncia direta na forma como os contetdos sdo

21 Ver Chevallard (2009b).
22 Esta relacionado ao sentido de monumentos, que sdo visitados, observados e apreciados, mas, depois de
um curto espaco de tempo, essas caracteristicas sdo esquecidas. Nesse sentido, faz-se a semelhanga com os
conceitos matematicos estudados na escola (CHEVALLARD, 2006).
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vistos e organizados, proporciona uma mudanga curricular, modificando a prética e a
formacdo de professores de Matematica.

Para que o paradigma da TAD torne possivel a sua aplicacdo, é apresentado e
utilizado um “novo” dispositivo didatico chamado Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP)%.
O PEP parte de uma questio geratriz (Q,) com grande poder de gerar outras questdes
derivadas Q4 ,Q5, ... , Q,, fazendo com que os conceitos e conteidos abordados vao
surgindo articuladamente durante a busca da resposta R¥ da questdo inicial
(CHEVALLARD, 2009a).

No desenvolvimento do PEP o professor e alunos sdo desafiados
permanentemente, com momentos de discussdes e pesquisas dos possiveis caminhos de
resolucao, mobilizando técnicas matematicas disponiveis para, a partir delas, proporem
outras técnicas, ampliando e articulando a visdo dos conceitos mateméticos.

As discussdes sobre o PEP iniciaram-se por volta dos anos 2000 e vém sendo
desenvolvidas em niveis de ensino diferentes e com temas matemdticos variados.
Exemplificamos esse processo com o trabalho de Lucas (2015), que desenvolveu e
aplicou um PEP voltado para o ensino superior, abordando o célculo diferencial
elementar. Delgado e Garcia (2015) propdem um PEP para futuros professores da
educacgdo infantil, abordam questdes da propria formacgao. Barquero (2015) parte de um
problema que se baseia nas dificuldades de conseguir uma distribuicio homogénea de
bicicletas em um sistema urbano de uso compartilhado, envolvendo professores e alunos
de nivel universitario no desenvolvimento do PEP. Barquero, Bosch e Gascén (2011), se
baseiam em um PEP para propor a integracdo curricular de conteddos matemadticos que
os estudantes devem aprender de maneira articulada, através de um processo de
modelizacdo. Santos Junior (2017) abordam a nog¢do de juros simples e compostos,
aplicando um PEP para alunos do ensino superior de uma turma da drea de gestdo de
negocios. Pereira (2017) propde um trabalho com base no PEP e direcionado para
professores do ensino basico, abordando conceitos da dlgebra escolar. Andrade (2012)
observa, em seu estudo, de que forma um PEP que envolve as tarefas fundamentais pode
constitui-se em um dispositivo metodoldgico para formacao de professores.

Outros trabalhos sobre o PEP foram e estdo sendo desenvolvidos, expressando

bons resultados relacionados ao ensino da Matemadtica, como também a formacdo de

23 O PEP ser4 abordado de maneira mais detalhado no capitulo 2.
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professores. Para a formacao de professores de Matematica, existem estudos, aplicacdes
e resultados que direcionam o PEP para a formacao de professores. Destacamos, nesse
sentido, o trabalho de Barquero, Bosch e Romo (2018), que apresentam, com base na
TAD, uma aplicagcao baseada em cinco médulos que levam os professores a um processo
de investigacdo dos questionamentos levantados durante o percurso de formacgdo,
buscando combinar a teoria a préatica, analisando as restri¢des institucionais para propor
as condi¢Oes de sobrevivéncia das propostas construidas.

O PEP propde um ensino amplo e articulado dos conceitos matemaéticos,
enfrentando a reproducgdo e a repeti¢ao excessiva de técnicas matemadticas sem qualquer
articulacao didatica. Busca construir um sentido para o estudo matemético, sem exagerar
na quantidade de contetddos; volta-se para uma mudanca curricular que se desvincule da
formacdo 3 + 1 e se centre numa formacao que prepare o professor para as demandas da
escola e da sociedade.

Observamos que as licenciaturas em Matematica, no Brasil, necessitam de uma
mudanca no seu curriculo e na sua condu¢do na formacao inicial e continuada, que atenda
as necessidades atuais do professor e da sociedade, possibilitando uma articulagdo de
conhecimentos de serem compreendidos e aplicados. A formacao atual estd ligada a um
paradigma de ensino centrado no conhecimento matemadtico que, por sua vez, leva uma
metodologia de ensino voltada para a reproducao de conceitos e a repeticao excessiva de
atividades. Essa formacao pode levar a dificuldades de aprendizagem do futuro professor
de Matematica e pode ser reproduzida para os seus futuros alunos.

Neste sentido, a nossa pesquisa estd direcionada para a aplicacdo do PEP em uma
licenciatura em Matematica, e € apresentada como uma alternativa a ser utilizada na
formacao inicial e continuada dos professores da area, proporcionando articulacdes entre

os conhecimentos matemdticos, a sua compreensao e sua razao de ser.
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Capitulo II: Elementos da Teoria Antropoldgica do Didatico e algumas
relacoes com o Contrato Didatico e com a Psicologia Cognitiva

A nossa pesquisa, de modo geral, tem como finalidade analisar quais influéncias
o dispositivo didatico Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP) tem no processo de formagao
de professores de Matemitica e no ensino e aprendizagem dos conceitos matematicos,
observando-se, especificamente, o estudo da no¢do de funcao.

Para atingir nossos objetivos, utilizamos alguns elementos tedéricos da Teoria
Antropolégica do Didéatico (TAD), do Contrato Didatico (CD) e do Ciclo de Solugdo de
Problemas (CSP) abordado na Psicologia Cognitiva, os quais fundamentaram a nossa
pesquisa. Neste processo, buscamos relacionar e articular estes elementos tedricos, a fim
de levantar pontos dessa articulacdo que serviram de base para analisar a aplicacdo e o
desenvolvimento do PEP, na medida em que este dispositivo didético tem influéncia na
formacao do professor da licenciatura em Matemética e também promove a aprendizagem
dos seus alunos. Portanto, temos a TAD juntamente com o CD, que podem apresentar
indicios relacionados ao ensino do conceito de funcao, e o CSP, que nos dé elementos da

existéncia de aprendizagem.

2.1. Uma Introducio a Teoria Antropolégica do Didéatico

A teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) teve as suas primeiras discussdes por
volta do ano de 1980, logo apds problematizar a Transposi¢ao Didética (TD). Segundo
Chevallard (1996), a TAD deve ser observada como um desenvolvimento e articulagdo
das nog¢des praxeoldgicas que permitam pensar de forma unificada um considerdvel
nimero de fendmenos didéticos.

Segundo Almouloud (2007), a TAD apresenta contribui¢des importantes para a
Didatica da Matematica, através de elementos que esclarecem a discussao relacionada ao
ensino e a aprendizagem das organizacdes matemadticas, analisando objetos existentes no
sistema didatico.

Chevallard (2009a) caracteriza um sistema didatico como uma reunido de trés
instancias: estudante, professor e desafio didatico, no qual o estudante tenta resolver o

desafio didatico por intermédio do professor.
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Um sistema diddtico se forma cada vez que algumas pessoas se deparam
com uma questdo cuja resposta ndo seja evidente e decidem fazer algo
para resolvé-la. Nesse caso, as pessoas se transformam em estudantes
da questdo (...) Para realizar a tarefa problemadtica que t€m nas maos, 0s
estudantes podem recorrer a ajuda de um coordenador de estudo (...), 0
professor (...) (CHEVALLARD; BOSCH; GASCON, 2001, p.195).

De uma maneira geral, temos a Diddtica da Matemdtica, que observa e analisa o
sistema didatico com a finalidade de compreender os fendmenos didaticos a partir das
atividades didaticas, as quais podem apresentar os avangos e as dificuldades presentes no
processo de ensino e aprendizagem; consequentemente, nessa perspectiva, propde
condig¢des para que os conceitos matematicos possam ser compreendidos.

Quanto a TAD, Chevallard (1996, p. 127) propde inicialmente trés conceitos
primitivos: os objetos O, as pessoas X, as institui¢des 1. Chevallard (1996) chama a
atencdo para os objetos O, por serem eles necessdrios e fundamentais, considerando que
“todas as coisas sdo objetos”. Ou seja, 0 objeto ird existir caso seja reconhecido por, pelo
menos, uma pessoa X ou instituicdo I (BESSA MENEZES, 2010).

A defini¢do de pessoa proposta por Chevallard ndo deve generalizar o fato de que
“todo individuo é uma pessoa”. Esta surge das varias relagdes que o individuo tem com
diferentes instituicdes, ou seja, € o conjunto de sujeitos do individuo que forma a pessoa.
Para o pesquisador, a pessoa muda pelas sujei¢des que lhe sdo incorporadas com o tempo,
ao longo do qual a relacdo pessoal com o objeto promove a aprendizagem. Dependendo
da mudanca e da evolucdo de suas relacdes pessoais com os objetos, o individuo
permanece invariante (ARAUJO, 2009, p. 37).

O conceito primitivo de Institui¢do € conceituado por Chevallard (1996, p. 129),
nos seguintes termos: “[...] a instituicao pode ser quase tudo o que quer que seja. Uma
escola é uma institui¢do, tal como o € uma sala de aula; mas existe igualmente a institui¢ao
<trabalhos orientados>, a institui¢do <curso>, a institui¢do <familia>". Araujo (2009)
exemplifica que a sala de aula e o estabelecimento escolar sdo instituicdes do sistema
educativo, que impdem aos seus sujeitos suas regras, condicionando a maneiras proprias

de fazer e de pensar.
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2.1.1. A Nocao de Praxeologia

Outro elemento tedérico da TAD € a nocdo de praxeologia, também apresentada
por Chevallard (1996), composta por certo tipo de tarefas (T) que é conduzida pelo
emprego de uma ou mais técnicas (1), constituindo um bloco pratico-técnico (o saber-
fazer). As técnicas sdo amparadas por uma tecnologia () e justificadas por uma teoria
(©), ou por um bloco tecnolégico-tedrico (o logos).

Como exemplo disso, temos o seguinte tipo de tarefa: determine o zero da funcao
definida por f(x) = 3x — 1. Para resolver essa tarefa, podemos utilizar a seguinte
técnica: primeiramente consideramos a igualdade f(x) = 0 e substituimos a expressao

da fungdo, ficando com a seguinte equacdo, 3x — 1 = 0, resolvendo: 3x —1+1 =0+

1 (somar + 1 nos dois lados da igualdade), 3x =1 - 3x.% = 1.% (multiplicar por % 0s

. . 1 ~ L. e
dois lados da igualdade), obtendo x = 3 COMo 0 zero da func¢do. Essa técnica utilizada

tem como justificativa tecnoldgica (8) as propriedades da equacio® e é alicercada pela
Teoria (0) da dlgebra.

Notamos que qualquer tipo de tarefa vem acompanhada dos blocos prético-técnico
e o tecnologico-tedrico, mas, na formacao inicial dos professores de Matematica, existe
uma forte tendéncia de abordar prioritariamente as tarefas e as técnicas sem relacionar
com a tecnologia e a teoria, retirando o sentido da finalidade dos conceitos matematicos
abordados na sua formacao.

Uma praxeologia pode ser matematica (PM) ou didética (PD). Na PM, temos uma
organizagdo matemdtica (OM) que estd relacionada com a constru¢do Matematica ligada
as situacdes didaticas; e, na PD, temos a organizacdo diddtica (OD), nas quais sdo
organizacdes que fazem a transposi¢do das OM para fins diddticos. O conjunto de
organizagdes (OM e OD) permite analisar a pratica durante as situacOes de ensino e

aprendizagem.

24 Principio aditivo: quando aos dois membros de uma equagio se adiciona (ou deles se subtrai) a mesma
quantidade, obtém-se uma nova equagio equivalente a primeira. Principio multiplicativo: quando aos dois
membros de uma equacdo se multiplica (ou deles se divide) a mesma quantidade (diferente de zero), obtém-
se uma nova equagdo equivalente a primeira (BARBOSA; BRITO LIMA, 2018, p. 8).
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2.1.2. Tipos de Organizacoes Matematicas

As praxeologias podem ser utilizadas para facilitar a anélise do processo didético
e a complexidade crescente das organizacdes matemdticas (CHEVALLARD, 1999). Tais
praxeologias foram definidas em organizacdes (ou praxeologias) matematicas pontuais,
locais, regionais e global.

A organizacdo matemdtica pontual (OMP) € centrada em uma tnica técnica, para
ser utilizada em um tnico tipo de tarefa. Neste caso, estd definida, inicialmente, a partir
do bloco pratico-técnico, apesar de a tarefa estar fundamentada em uma técnica (t), na
tecnologia (6) e na teoria (0).

A organizacdo matemadtica local (OML) compde-se da interagdo de véarias OMPs,
validadas e justificadas por uma tecnologia, com a finalidade de fundamentar as
organizacdes que fazem parte da OML.

A organizacao matematica regional (OMR) € composta do conjunto das OMLs, o
qual uma teoria (0) fundamenta, coordena e integra em um discurso tedrico matematico
comum.

Por dltimo, hé a organiza¢do matemadtica global (OMG) composta de uma OMR
agregando vdrias teorias {0, 0,03, ..,0,}(FONSECA, 2004). A crescente
complexidade das OMs conduz o aluno a uma mudancga de suas praxeologias e faz com
que ele possa resolver tarefas mais complexas. A imagem seguinte representa a relacao

entre as organizagdes matematicas:
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Figura 1 - Representacdo das complexidades das OM
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Fonte: Préprio autor (2019)

Na tarefa: construir o grafico da fungdo definida por f(x) = 3x — 2, temos uma
OMP que apresenta um tipo de atividade e, consequentemente, uma técnica para resolvé-
la. Por vezes, temos tipos de tarefas que implicam a utilizag¢ao de técnicas diferentes para
resolver o problema proposto, justificadas por uma tecnologia.

Observemos o seguinte exemplo: resolva analiticamente e graficamente o sistema

x—y=-3

de equacdes {Zx Y3y =4

. Este caso implica na utilizagc@o de técnicas diferentes para a

resolucao do problema.

Analiticamente podem ser utilizadas as diferentes técnicas de resolugdo de sistema
de equacdes, como € o caso do método da adicdo, da substituicao, por escalonamento,
entre outros. Graficamente, a utiliza¢ao do sistema cartesiano auxiliado pelas técnicas de
construgdo grafica nos dd uma visualizacao do sistema no plano cartesiano. A utiliza¢ao
dessas técnicas € justificada pelo sistema de equacdes lineares e representada pelo sistema
cartesiano. Ao utilizarmos um conjunto de OML, teremos a constru¢ao da OMR.

O exemplo dado representa uma OML das vérias organizacdes que devem ser
desenvolvidas, constituindo uma OMR, justificada pela teoria da dalgebra linear.

Consequentemente, além da teoria da dlgebra linear, juntam-se as teorias da algebra
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elementar, da dlgebra abstrata, da dlgebra computacional, entre outras que fazem parte do

ramo da Matematica denominada élgebra, constituindo uma OMG.

2.1.3. Momentos de Analise das Aplicacoes da TAD

Para um direcionamento e a andlise das aplicacdes das organizagdes matematicas
(OM), Chevallard (1997, 1999) apresenta seis momentos para descrever as Organizacdes
Didaticas, ressaltando que eles podem acontecer de maneira simultanea. Estes momentos
dao o sentido didatico das praxeologias que sdo utilizadas e desenvolvidas pelos alunos e
encaminhadas pelo professor.

O primeiro momento € o encontro com as organizagdes matematicas (OM)
propostas. Essas OM estdo ligadas a influéncia cultural e a suas préaticas sociais, como
também a escolha do professor das situa¢des fundamentais (BROUSSEAU, 1986). As
situagdes fundamentais proporcionam aos alunos o sentido dos conceitos estudados,
fazendo com que eles sejam os atores principais do processo didatico, com a finalidade
do desenvolvimento das OM.

O segundo momento € o da exploracdo dos tipos de tarefas e da elaboragdo de
técnicas. Esse momento nos permite criar € usar uma técnica relativa a problemas do
mesmo tipo. A elaboragdo das técnicas €, pois, um meio para resolver, de maneira quase
rotineira, esses problemas.

O terceiro momento de estudo € o da constitui¢do do entorno tecnolégico-tedrico
relativo a técnica proposto pela OM e relacionado diretamente aos momentos anteriores,
com a finalidade de fundamentar e justificar as técnicas utilizadas.

O quarto momento € o de trabalho da técnica, utilizada, de fato, para proporcionar
a sua valida¢do ou adequacao.

O quinto momento € o da institucionalizagdo, ressaltando qual a OM construida,
explicitando os elementos que fazem parte de sua constituicao.

Por dltimo, hd o momento da avaliacdo, ligado diretamente ao da
institucionaliza¢do, no sentido de que o processo é avaliado no que se refere aos
momentos pontuais € no seu contexto geral, com um balanco desses momentos

(CHEVALLARD, 1997, 1999).
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Todos esses momentos trazem reflexdes ligadas a condugdo das construgdes das
OM e das OD propostas, nas quais o professor tem um papel importante (BROUSSEAU,

1986), fazendo com que seja realcada a participag¢do do aluno, tornando o autor principal.

2.1.4. Niveis de Codeterminac¢ao

Com a intencao de analisar e estruturar as questdes matematicas em torno das OM
e OD, Chevallard (2001, 2004, 2007) propde os niveis de codeterminagdo, a qual
representa as estruturas que influenciam o ensino e a aprendizagem da Matemadtica. A
constituicdo desses niveis € determinada pelo mais alto deles, que € a civilizacdo, até o

nivel topico, que é o mais baixo.

Figura 2 - Niveis de Coderterminagdo
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Fonte: Chevallard (2007)

Os niveis buscam analisar e compreender as influéncias e restricdes geradas pelas
OM e OD, possibilitando reestruturar e reorganizar as condi¢des de ensino e
aprendizagem. Ao tomarmos por base o nivel escola, constatamos que existem niveis
superiores a determinarem o que estudar e quais procedimentos sdo adequados para esses

estudos, a exemplo dos documentos oficiais da educagdo.
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Assim, existem os niveis inferiores a escola, como a disciplina e o tema. Por
exemplo, se partimos da seguinte questdo: quais sdo as simetrias de um retdngulo no
quadrado?, temos o tema como simetria de poligonos, que se inclui no setor das
transformacoes no plano e também compreende o dominio da Geometria, que pertence a
disciplina Matematica (CHEVALLARD, 2001, p. 3).

Existe correspondéncia dos niveis de codetermina¢do mais baixos com os tipos de
OM, os quais possuem restri¢des particulares para o seu ensino, isto €, a aplicacdo da OD.
Nesse caso, a compreensao dessas restrigdes em cada nivel torna-se necessario para
construir as condic¢des para a aprendizagem (CHEVALLARD, 2007).

O nivel tépico estd relacionado a organizacdo matemdtica pontual, pelo fato de
existir um tipo de tarefa centrada em uma unica técnica. Este nivel estd mais relacionado
ao aluno, porque este, geralmente, € avaliado por tipos de tarefas de forma independente
umas das outras, ndo consolidando a interacdo entre as técnicas centradas nos tipos de
tarefas.

A OMP dificilmente esté relacionada a um tema matemaético isoladamente, o qual,
para um professor, € insuficiente, necessitando de uma organizacio matematica mais
ampla constituida por varias OMP, justificadas por uma tecnologia, constituindo uma
organiza¢do matemadtica local, correspondendo ao nivel tema.

Na medida em que os alunos articulam as OML com a intervencido ou ndo do
professor, podem reconstruir essas organizacdes necessitando de um nivel mais elevado,
chamado de organizagdes matematicas regionais. A articulagdo de algumas OML gera a
OMR justificada por uma teoria, relacionada ao nivel setor. Para um nivel superior ao
setor, temos a articulacio de um grupo de OMR, constituindo uma organizacdo
matematica global, relacionada ao nivel dominio. Na constitui¢do dos varios dominios,

temos o nivel disciplina, que é a Matematica (CHEVALLARD, 2002).
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Figura 3 - Niveis de Coderterminagdo Associados as Organizacdes Matemdticas
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Fonte: modificado de Chevallard (2007)

No Brasil, a licenciatura em Matemdtica € composta de varias disciplinas que
compdem a sua matriz curricular, a exemplo das disciplinas Matemética bésica, Célculo
Diferencial e Célculo Integral, Anélise, Algebra, Didatica, Pratica de Ensino, entre outras
que ficam no nivel das disciplinas que sdo formadas pelo conjunto dos dominios.

Ao situarmos a disciplina de Matematica Basica, que contém o dominio “fun¢do”
apresentado, por vezes, em capitulos de livros didéticos, encontramos os setores, que
podem ser denominados “no¢do de fungdo”, “funcdo afim”, “fun¢do quadrética” etc.
Quando delimitamos o setor da funcdo afim, temos os temas de estudo da constru¢do
gréfica, do zero da func¢do, do estudo do sinal e de outros elementos. Segundo Chevallard
(2002), o professor tem uma atuacao mais evidente nos niveis topico e tema; essa falta de
articulacdo com os niveis maiores limita a constru¢do ou a reconstrucdo de novas
praxeologias no sentido econdmico, caracterizando um problema ecolégico.

Nos niveis superiores a disciplina, encontramos as estruturas que se referem a
uma realidade diferente das anteriores, como, por exemplo, os niveis da pedagogia, da
escola e da sociedade, que contribuirdo para determinar a ecologia das organizacdes

matematicas e didaticas, tal como a organizagdo e construcdo dos programas escolares.
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Tomando por base a tabela construida por Silva (2016), que apresenta os niveis
de codeterminacdo utilizada para exemplificar e apresentar os elementos de sua pesquisa,
considerando as nocdes de drea e perimetro, iremos apresentar uma tabela na qual foi

utilizada a nocdo de funcdo afim, possivelmente abordada nas licenciaturas em

Matematica.
Quadro 1 - Exemplo de Associacdo dos Niveis de Codeterminacao
Niveis de Objetos Associados Responsaveis pelo Nivel
Codeterminagdo de Codeterminacao
Civilizacdo Ocidental | -
Sociedade O Ministério de A politica, a noosfera,
Educacdo, as Secretarias alguns membros da
de Educacao sociedade e o professor
Estaduais e as
Municipais dos Estados,
o Conselho Nacional de
Educacao e as Politicas
Publicas
Educacionais
Escola Educacgdo Superior A politica, a noosfera e o
professor
Pedagogia Licenciatura em A politica, a noosfera e o
Matemética e o Projeto professor
Politico- Pedagégico
Disciplina Matemadtica Bésica ou Noosfera e o Professor
equivalente
Dominio Funcdo Noosfera e o Professor
Setor Funcao afim Noosfera e o Professor
Tema Zero da funcdo afim Professores e alunos
Toépico Tarefas relacionadas a Professores e alunos
determinar o valor zero
da fun¢do afim

Fonte: adaptada tomando por base o trabalho de Silva (2016)

Quando uma instituicdo tem um topico a ser estudado, € necessdrio que essa
mesma institui¢do estabeleca uma hierarquia de niveis em relagdo a este topico, porém, é
importante destacar que essa hierarquia ndo garante a qualidade do seu processo de

estudo. Nesse sentido, a compreensdo dos niveis de codeterminagao busca identificar e
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compreender as restri¢cdes nos seus diferentes niveis, para proporcionar condi¢des para o
processo de ensino e aprendizagem de um determinado conceito (CHEVALLARD, 2002,
2007).

2.1.5. Modelo Epistemolégico de Referéncia e Modelo Didatico de Referéncia

Na conducgdo das situagdes didaticas propostas, outro elemento incorporado a
TAD procura dar sentido e sinalizagdo para os caminhos de ensino e aprendizagem da
Matemitica, alicercados e direcionados por modelos de referéncia que orientam as
conducdes didaticas e matematicas. Esses modelos vém buscar uma emancipagao frente
A epistemologia dominante®® presente nas institui¢des de ensino, epistemologia na qual o
monumentalismo estd presente de maneira marcante.

O modelo a ser apresentado, inicialmente, é o epistemoldgico de referéncia
(MER)*, cuja organizacio matemdtica se apresenta como alternativa frente 2

epistemologia dominante na institui¢io de ensino. GASCON (2014) destaca que,

para ter os processos de transposicdo diddtica como objeto de estudo, a
didatica necessita de analisar de maneira critica os modelos
epistemolégicos das matematicas dominantes nas institui¢des
envolvidas, e assim libertar-se da falta de critica desses modelos
(GASC()N, 2014, p. 100, tradugdo nossa).

Tal enfrentamento € materializado pelo MER, no qual o estudo critico dos
documentos oficiais, das concepcdes dos professores e alunos, dos livros textos, dos
planos de estudos, das praxeologias atuais, entre outros, faz parte de sua construgao.

O MER pode ser especifico ou geral. No caso do especifico, estd relacionado a
temas matematicos, como, por exemplo, a divisibilidade elementar (GASC()N, 2001), ao
limite de funcdes (BARBE et al., 2005), 4 proporcionalidade no ambito das relacdes
funcionais elementares (GARCIA et al., 2006), ao sistema de numeracao (SIERRA et al.,
2007), a modelizacao matemdtica (BARQUERO et al., 2011; SERRANO et al., 2010) e

25 E a forma concreta como as universidades, como instituicdes docentes mais especificamente, e a
comunidade de agentes intervém nos processos de estudos das matematicas, fazendo com que os
professores universitdrios e os estudantes interpretem a matemadtica e a sua relacdo com a institui¢ao
(BARQUERO; BOSCH; GASCON, 2010).

26 Destacamos que o capitulo III é dedicado a uma discussido mais ampla sobre 0 MER, como também,
apresentaremos a nossa proposta do MER para o ensino de fungdes.
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a4 modelizacdo algébrico-funcional (RUIZ-MUNZON et al., 2011). O MER geral estd
ligado a estruturas mais amplas que podem englobar os especificos, tais como a
caracterizacdo do modelo epistemolégico dominante da atividade Matemdtica no ensino
secundério da Espanha (FONSECA et al., 2004); ha reformulacio do problema da
metacogni¢cdo no ambito da TAD (RODRIGUEZ er al., 2007), (LUCAS, 2015).

Em um entendimento mais amplo dos MER, temos os modelos didéticos de
referéncia (MDR) que estdo direcionados a um sistema diddtico formado por uma
instituicdo mandante com uma estrutura consistente e que apresentam os desafios
crescentes de estudos, com a constituicdo de grupos de alunos e professores que buscam

as respostas dos desafios propostos. Segundo Bosch e Gascén (2010), os MER e MDR:

Em particular devem servir para questionar, analisar e avaliar (em lugar
de aceitar acriticamente) os dois tipos de modelos dominantes nessas
instituicdes: por outro lado, os modelos epistemologicos das
matemdticas que se tomam como transparente e indiscutivel nas
institui¢des tidas como “nobres” pelo seu prestigio e legitimidade
social, aparecem como responsaveis por moldar o “saber sabio” (mas
nao desejam fazer parte do objeto de estudo da didatica), por outro lado
os modelos de estudos mais ou menos espontaneos que constituem a
forma culturalmente de aceitar e interpretar o ensino e a aprendizagem
escolar da matemadtica, consequentemente, tem grande preponderancia
nas institui¢des de ensino (BOSCH e GASCON, 2010, p. 62, traducio
nossa).

Observamos que os MER e os MDR apresentam elementos importantes frente aos
possiveis problemas relacionados a epistemologia dominante nas institui¢des de ensino.
Diante do enfrentamento dessa epistemologia, nos cursos de Licenciatura em Matematica,
nossa discussdo se direciona para o Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP), um tipo de
engenharia didética ligada a organizagdo diddtica e a modelacdo matemaética para o

ensino.

2.1.6. Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP)

Chevallard (2009a) comenta que o PEP tem a sua origem relacionada aos

Trabalhos Pessoais Supervisionados?’ iniciados no ano 2000. Com a evolucdo das

2 Travaux Personnels Encadrés (TPE). Atividades interdisciplinares aplicadas no sistema do ensino
francés, em horarios alternativos, buscando desenvolver a autonomia dos estudantes.
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pesquisas, o PEP desenvolveu uma condugdo codisciplinar associada ao sistema
herbartiano, e, consequentemente, tomou como base para o seu desenvolvimento as
dialéticas. Por volta dos anos 2004, o PEP se consolidou, sendo constituido por um
conjunto de Atividades de Estudos e Pesquisas (AEP)?.

Almouloud e Silva (2012), comentam que o Percurso de Estudo e Pesquisa € um
tipo de engenharia didatica (ED) (ARTIGUE, 1996) com algumas caracteristicas
préprias, denominada engenharia do PER%. As discussdes iniciais sobre a ED se deram
por volta de 1980 e, no decorrer dos anos, ocorreu a sua evolugdo tedrica e metodoldgica,
desenvolvendo-se a engenharia diddtica de primeira e segunda geracdo, e as suas
diversificacdes.

A primeira geracdo da engenharia didética estd direcionada a determinar
dispositivos de ensino que possam ser comunicdveis € que possam ser reproduzidos; o
pesquisador deve analisar os resultados da situagdo desenvolvida em sala de aula,
tomando por base as quatro fases: andlises preliminares; concepcao e andlise a priori das
situagdes didaticas; experimentacao; andlise a posteriori; e validacdo. No caso da segunda
geracdo da engenharia didatica, o foco estd na formacdo inicial e continuada de
professores, com vistas a elaboracdo e producio de recursos de ensino a serem utilizados
em sala de aula, proporcionando meios para a aprendizagem da matemética e para o seu
ensino (ALMOULOUD; SILVA, 2012).

A engenharia do PEP ¢ uma diversificagdo da ED, que possui algumas
caracteristicas proprias € caracterizada pela sua conduc¢do codisciplinar, na qual agrega
ferramentas praxeoldgicas de disciplinas da matemdtica, como também de outras
disciplinas e conceitos de dreas diferentes da matemdtica. Almouloud e Silva (2012)

apresentam um quadro que sintetiza alguns dos aspectos centrais da engenharia do PEP:

2 Activités d’Etude et de Recherche (AER), sigla em francés. “O principio AER questiona profundamente

uma certa epistemologia escolar monumentalista e filoséfica que substitui as questdes (abertas) Q, fonte de

toda produgdo de conhecimento, pelas falsas questoes que o professor se esforca para fazer aos alunos”

(CHEVALLARD, 2007, p. 33, tradugdo nossa)

2 Parcours d’Etude et de Recherche (PER) é a sigla em francés do Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP).
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Quadro 2 - Aspectos centrais da engenharia do PEP

Objetivo(s) Aspectos centrais
¢  (Categorizar um conjunto de préticas | ® O conhecimento (matemdtico), nao ¢ algo que é
sociais de conhecimento. conhecido de antemio, este surgird durante a
e Sistema diddtico: S (X, Y. Q). sendo investigacdo, junto as discussdes realizadas com os
Q a questdo a ser respondida, X o alunos.
grupo de estudo e Y a equipe | ® Questdes geradas a partir de uma PER devem ser
responsdvel em auxiliar o estudo. tomadas para melhorar a investigacdo ou retomd-
la.

e O estudo é um projeto que assume um
desenvolvimento em longo prazo (local de
aprendizagem muito relevante).

¢ Estabelece niveis de trabalho

e Exige dos professores uma revisdo de sua relacao
com o saber.

¢  Um dos perigos relacionados com a construgao de
uma diddtica do inquérito e dos PER, em classes
de matemdtica, estd no fato de falta de uma
infracstrutura adequada.

Fonte: Amouloud e Silva (2012)

Percurso de Estudo e de Investigacao (PER)

Relacionada a engenharia do PEP, que tem conducdo codisciplinar, Chevallard
(2009a) apresenta uma nova drea de pesquisa em didatica chamada Didatica da

Investigacdo Codisciplinar®’, cuja nogdo-chave é descrita como:

Uma questdo Q, um sistema diddtico S(X ; Y ; Q) se forma em torno
dela: sendo X uma equipe de estudo (uma classe, um grupo de
estudantes, um grupo de pesquisadores, um jornalista, etc.) e ¥, um
grupo (geralmente reduzido: Y pode ser, inclusive, um conjunto vazio)
de apoio ao estudo e de diretores de estudo (professor, tutor, diretor de
pesquisa, diretor de redacdo, etc.) O objetivo da criacdo desse sistema &€
estudar Q, ou seja, tentar dar-lhe uma resposta R que a priori satisfaca
certas restri¢des ... (CHEVALLARD, 2009a, p. 1, traducdo nossa)

Chevallard (2004, 2006, 2009a) apresenta o PEP como um dispositivo didético
direcionado 2 modelacio matemitica®'. Est4 relacionado a um estudo de uma questiio
viva (Qo), ou questao geratriz, isto €, uma problematica relevante que pode gerar outras
problematicas menores dela derivadas (Q;). Tal problemdtica (Qo) e suas derivagdes (Q;)
conduzem a um grande nimero de saberes que possibilitardo caminhos de resolucdes

diferentes (R;), e a verificacao de suas limitagdes nas conducdes desses caminhos. Nessa

% Didactique de I’Enquéte Codisciplinaire

31 A TAD descreve a modelagdo matemdtica como um processo de construcdo e reconstru¢do das OM
complexas e crescentes (OMP, OML, OMR, OMG), partindo de uma questio problemadtica que constitui a
razdo de ser do processo (LUCAS, 2015).
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cadeia de questdes (Q;), sdo geradas cadeias de respostas (R;) com a seguinte
representacio: (Q;, Ri).

Segundo Fonseca, Casas, Bosch e Gascon (2009, pg. 2), o “[...] PEP vem
recuperar a genuina relacio entre perguntas e respostas que estd na origem da constru¢do
do conhecimento cientifico em geral e das atividades de modelagdo em particular”.
Chevallard (2009a) apresenta um modelo representado pelo “esquema herbatiano” de

maneira condensada, a saber:
(S(X:Y:0) e M) = R"

Sua representacdo expandida €, por sua vez, assim representada:

A A A A
W

[SX:Y;0)> {R.R,...R, 0 ....0 }]>R"

n T

No modelo proposto, temos S(X ; Y ; Q) caracterizado por um sistema didatico
formado por um grupo Y (professor, orientador, coordenador de pesquisa, entre outros),
que deve fazer, estudar, reconstruir e deixar acessiveis os caminhos possiveis para um
grupo de alunos X, na busca de responder a uma questio geratriz Qo, cujo estudo conduza
para as reconstru¢des dos principais elementos da organizagdao matematica local (OML)
de partida.

O sistema {RY, R}, ...,R},0% 4, ...,0%} representa o conjunto de recursos que
servird para produzir a resposta final RY. Neste modelo, propde-se que, durante o
desenvolvimento do estudo, sejam mobilizados todos os recursos médios®?, os saberes e
as respostas disponiveis R? , para construir uma boa resposta RY, na qual os objetos de
qualquer natureza O °atuario como médios para colocar em prova as R{) . Lucas (2015, p.
33) comenta que o esquema herbartiano pode ser considerado “um sistema de referéncia
didatico para observar, descrever, analisar e avaliar os sistemas existentes nas instituicoes
sociais ou teoricamente possiveis. Ele fornece um modelo geral entendido pela TAD

como «estudar uma questdo»” (tradugdo nossa).

Instrumento indispensdvel para colocar a prova as respostas geradas a partir das R? ,verificando a sua
validez.
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Além do esquema herbartiano, Chevallard (2007, 2009a) apresenta outros
elementos essenciais para o desenvolvimento do PEP, denominados dialéticas. Em
sequéncia, na nossa discussdo, faremos uma resumida descri¢do.

A primeira ¢ chamada de “o paraquedista e a trufa”. Ressalta a saida das condi¢des
classicas de ensino presentes na sala de aula, na intencdo de preparar as condig¢des
necessdrias para o aluno desenvolver um estudo e uma pesquisa da questdao apresentada,
encontrando e utilizando as informacdes necessdrias durante o percurso.

A segunda € “o topico e o atdpico”. Na falta da organizagdo e preparagao de um
PEP existe o risco de se trilhar um caminho que ficara fora do tépico estudado ou mesmo
de estudar uma obra O que nos levard a trilhar um caminho no qual a resposta ndo tera
sentido algum. Neste caso, uma preparacdo prévia torna-se necessiria para que a
conduc¢do do PEP promova um olhar amplo e consistente sobre tema abordado.

A terceira ¢ denominada “as caixas pretas € as caixas brancas” e representa os
conhecimentos que temos como pertinentes para o ensino proposto. Na conduc¢do do PEP,
torna-se necessario que o professor ndo apresente uma resposta pronta ou um caminho
definido, mas que possibilite um ambiente com elementos minimos no qual o aluno possa
buscar a uma resposta adequada. Esse ambiente pode ser caracterizado como um local
entre as duas caixas; no caso, uma area cinza.

A quarta ¢ “a leitura e a escrita”. Ao nos depararmos com o desenvolvimento do
PEP, vemos que todo o seu processo € composto de perguntas e respostas, o qual é
iniciado com a questdo geratriz, na busca de uma reposta ndo rotulada, como também
com as suas questdes derivadas, que sdao acompanhadas possivelmente pelas suas
respostas.

A quinta dialética € “a conjectura e a prova”. Durante o desenvolvimento do PEP,
as conjecturas sao frequentes; portanto, essas conjecturas devem serem colocadas a prova
utilizando-se as obras e as respostas institucionalizadas para defender a sua posicao.
Observamos que essa dialética tem uma relacdo com a dialética anterior, essencial para o
desenvolvimento do dispositivo didético.

A sexta dialética ¢ denominada “midia e meios”. A midia é todo sistema que
representa 0 mundo ou uma parte dele e que € enderecada a tipo de publico, como, por
exemplo, o “curso” do professor de matematica, um programa de TV, um blogue etc. No
caso do meio, Chevallard (2007) associa essa dialética ao milieu da Teoria das Situacoes

Didéticas. No desenvolvimento do PEP, as respostas podem ser construidas e
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reconstruidas, necessitando de meios para colocar a prova as suas respostas € a sua
validacao.

Por ultimo, a sétima dialética é “do individuo e do coletivo” e esta relacionada a
divisdo de responsabilidade na busca da resposta da questdo geratriz, na qual o individuo
(professor) tem o seu papel perante um trabalho coletivo (alunos). Esta dialética vai de
encontro ao trabalho individual, que € ressaltado no sistema de ensino predominante,
buscando a integracdo de ideias do coletivo. (CHEVALLARD, 2009a, 2007)

Relacionadas as dialéticas e necessdrias para o funcionamento do sistema didatico,
temos a mesogénese, a topogénese e a cronogénese (Chevallard, 2009a, 2009b). Sao
necessdrias para o desenvolvimento do PEP na andlise das restricdes e geram condicoes

para a sua conducdo didatica. Nesse sentido, os referidos autores observam:

Para que possa levar a cabo um ensino por PEP, € necessario que a
organizacao diddtica pense em um certo nimero de condi¢des relativas
as funcdes didaticas, chamadas de mesogénese, topogénese e
cronogénes” (PARRA; OTERO; FANARO, 2013, p. 852, tradugdo
nossa).

A mesogénese € a construcdo do meio M. Na aplicacdo do PEP, o meio ndo esta
construido totalmente. A sua constru¢do se da a partir das aulas com diversas producdes
internas ou externas a sala de aula, nos quais os alunos podem utilizar as respostas R® ou
as obras O disponiveis, desenvolvendo as dialéticas, mais especificamente a midia e
meios. A topogénese representa a divisio de responsabilidades assumidas pelo professor
e pelo aluno no meio M. No desenvolvimento do PEP, o professor teréd a responsabilidade
de apresentar a questdo geratriz Qo e os alunos terdo a responsabilidade de buscar uma
resposta RY, utilizando as R® e as O disponiveis. Esta fungio didética tem uma relagio
com a dialética do individuo e coletivo. Por dltimo, devido a cronogénese, na constitui¢ao
da mesogénese, conjuntamente com a topogénese, existirio momentos que as R® e as
obras O serdo incorporadas no M, as quais serdo adequadas para dispor de uma
“dilatagdo” do tempo didatico e do tempo oficial nas aulas, as quais podemos relacionar
com a dialética leitura e resposta (PARRA, OTERO e FANARO, 2013).

Rodriguez, Bosch e Gascon (2007) comentam que o PEP surge a partir de questdes
problematicas, as quais, em suas resolugdes, necessitam de construcdes de vdrias

praxeologias. Nesse caso, trata-se de um conjunto de conhecimentos tedricos e praticos
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articulados entre si. Desse modo, no PEP, a questao geratriz aparecerd como possibilidade
de deixar mais viva a resolu¢do de um problema em sala.

A aplicacdo do PEP exige mudanca em relacdo a algumas normas que sio
impostas por niveis maiores ao disciplinar e que, por essa razao, podem se converter em
restricdes para ser posta em pratica. Rodriguez, Bosch e Gascén (2007, p. 488) afirmam
que “[...] Os PEP que ndo se mostram centrados em um tema>>, setor, drea, nem sequer
disciplina, encontra dificuldades para serem desenvolvidas dentro de uma aula normal de
Matematica”.

O PEP propde uma nova maneira de observar os problemas de ensino e
aprendizagem da Matematica, partindo de um tema central, ou questio geratriz e, a partir
dai, iniciar todo o processo de desenvolvimento na busca de uma boa resposta, uma
resposta ndo rotulada®*, mas construida a partir das articulacdes de conhecimentos

adquiridos no processo.

2.2. A Nocao do Contrato Didatico

A nocdo do contrato didatico (BROUSSEAU, 1996) emerge como elemento
importante a ser analisado em um sistema didéatico no qual o professor, o aluno e o saber
se relacionem entre si. Essas relacdes geram responsabilidades que sdo compartilhadas
entre o professor e o aluno, mediados pelo saber em questdo, gerando obrigacdes

implicitas ou explicitas no contrato didético estabelecido.

Estabelece-se entdo uma relacdo que determina — explicitamente em
pequena parte, mas sobretudo implicitamente — aquilo que cada
parceiro, o professor e o aluno, tem a responsabilidade de gerir e pelo
qual sera, de maneira ou de outra, responsavel perante o outro. Este
sistema de obriga¢des reciprocas assemelha-se a um contrato. Aquilo
que aqui nos interessa é o contrato diddtico, ou seja, a parte deste
contrato que é especifica do conteido: o conhecimento matematico
visado (BROUSSEAU, 1996, p. 51).

3 Tema, setor, 4rea e disciplina da Matematica.
3Na perspectiva do PEP, a resposta rotulada é aquela que jd se encontra pronta ou quase pronta desde o
inicio da questdo geratriz.
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Segundo Brousseau (1986, pg. 50), o contrato didatico ¢ a “regra do jogo, ¢ a
estratégia da situacdo didatica”. Na evolucdo das situacdes didaticas essas regras sdo
modificadas surgindo novas situagdes, criando expectativas e papéis a serem cumpridos
pelos envolvidos, nas situagdes, chamadas “jogo didatico”. Diante dos elementos que
fazem parte do sistema diddtico, Jonaert e Borght (2002), ressaltam que, a partir da
interacdo de um professor, de seus alunos e do saber em jogo, o professor explicita a
intencdo de construir condicdes para os alunos se apropriarem do saber.

Jonnaert e Borght (2002) ressaltam que uma das fun¢des do contrato didético é
criar dreas de didlogos entre trés familias de varidveis (aluno, professor e saber). A figura
a seguir representa a ideia dos autores, representando as vérias dreas que podem existir

nas situagdes didaticas:

Figura 4 - Uma das func¢des do contrato didatico: ampliar o espago de didlogo — reduzir a drea de risco

Professor

Areas
Espago de risco

de dialogo

Saber(es)

Fonte: Jonnaert e Borght (2002).

Na Imagem 04, as dreas estritamente especificas a cada um dos trés parceiros (1,
3 e 6), sdo dreas que se encontram s0s, isolados das outras familias de varidveis. As dreas
2, 4 e 5 relacionam-se duas a duas, ndo existindo uma interacdo entre as varidveis do
aluno, do professor e do saber. Por exemplo, a drea 2 relaciona-se com o professor e o
aluno, excluindo as varidveis do saber. Jonnaert e Borght (2002) comentam que a fung¢ao
do contrato didético é, especialmente, ampliar a drea 7, onde as trés familias de varidveis
se encontram.

O contrato diddtico pode ser exemplificado na situagdo em que o professor de
Matemitica inicia a sua aula introduzindo o conteido de funcdo afim. Ele escreve no

quadro a defini¢do, d4 exemplos, aplica os exercicios e, em seguida, resolve-os todos. Faz
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todo esse procedimento sem comunicar previamente aos alunos. Por outro lado, os alunos
ja esperavam esse procedimento do professor, existindo a participacao de ambas as partes
no jogo didatico. As expectativas do professor tanto quanto as dos alunos foram atendidas
nessa relagao implicita do contrato didatico.

Outros elementos tedricos sdo relacionados a esse contrato e sdo essenciais ao
funcionamento do sistema didético. Sdo eles: a situag@o adidética e a devolugdo, nos quais
€ ressaltado o papel do aluno intermediado pelo professor (BROUSSEAU, 1986).

A situacdo adidética pode ser materializada por uma situagao criada pelo professor
com a inten¢do do ensino de um determinado conceito matemaético. Essa intencdo de
ensino ndo € revelada ao aluno, mas ele consegue aplicar esses conhecimentos em
diferentes situagdes, como por exemplo, na resolucdo de problemas sem a intervengdo do
professor. Nesse sentido, o aluno tera adquirido “esse conhecimento quando for capaz de
aplica-los, por si proprio, as situagdes com que se depara fora do contexto de ensino, e na
auséncia de qualquer indicagdo intencional.” (Brousseau, 1996, p. 49-50). Essa situagdo,
tem a finalidade de introduzir os conhecimentos com significados que proporcionem a
compreensdo dos conceitos abordados, realcando o papel do aluno.

Ligada a situacdo adidatica, temos a devolucdo, que é a maneira de comunicar um
problema ao aluno, fazendo com que ele se sinta o tinico responsavel a respondé-lo, isto
¢, tornando o problema seu, de forma a aceitar a responsabilidade na condu¢do da
resposta, realizando um desenvolvimento autonomo. Nesse sentido, “o ensino € a
devolucao ao aluno de uma situacio adidatica, e a aprendizagem € uma adaptacdo a esta
situacdo”. (BROUSSEAU, 1996, 51).

Segundo Aratjo, Brito Lima e Camara dos Santos (2011), nem todas as aulas e as
expectativas sdo atendidas, o que faz com que o professor tenha uma postura especifica
para que os alunos tenham sucesso; no caso, levando a facilitar, de formas diferentes, a

sua pratica pedagogica. Essas praticas sdo denominadas “efeitos de contrato didatico™.

2.2.1. Alguns Efeitos do Contrato Didatico

Na condugdo das aulas pelo professor, alguns efeitos do contrato didético

estabelecido podem surgir. Brousseau (1996) denomina alguns desses efeitos como:
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Topazio, Jourdain, Deslize Metacognitivo, Utilizacdo Abusiva da Analogia e o
Envelhecimento das Situacdes de Ensino.

Iniciaremos com o efeito Topazio. Apresentaremos, a seguir, uma situagdo na qual
esse efeito pode surgir e, consequentemente, os outros efeitos

Imaginemos uma aula de Matemdtica bédsica em uma turma de alunos recém-
ingressos no ensino superior. Em determinado momento da aula, o professor escreve uma
funcdo do segundo grau e constréi o seu respectivo grafico, definindo o valor méximo e
minimo do dominio. Logo depois, pergunta a turma qual o dominio e aimagem da fung¢ao.
Depois de alguns minutos de siléncio, o professor insiste na pergunta e alguns alunos
comec¢am a dar respostas erradas, como, por exemplo, confundindo os valores do dominio
pelos valores da imagem.

O professor, desejando que os alunos cheguem a resposta correta, promove uma
renegociacdo do contrato estabelecido inicialmente, comecando a resolver parcialmente
a fungdo ao apresentar o valor minimo do dominio da fun¢do. Como alguns alunos
continuam a responder errado e outros continuam em siléncio, o professor vai
respondendo pouco a pouco, até, finalmente, chegar a resposta completa, caracterizando
o efeito Topazio.

Brousseau (2008, p. 80), destaca que, quando o professor faz “perguntas cada vez
mais ficeis, tenta obter o miaximo de significacio do méaximo de alunos. Se os
conhecimentos em questdo desaparecem por completo, estamos diante do efeito
Topézio”.

O professor, ao continuar a sua aula sobre fun¢cdo quadrética, pergunta aos seus
alunos como pode eles relacionar o conceito de fung¢do a uma situagio do cotidiano. Os
alunos comecam a relaciona-lo com situagdes absurdas ou improvdveis de existir, como,
por exemplo, na constru¢do de objetos cilindricos ou esféricos utilizando fungdes
quadraticas. Como o professor ndo deseja o debate, evitando, assim, as possiveis
perguntas que podem surgir por parte dos alunos, admite essas possiveis relagdes,
afastando um possivel fracasso (BROUSSEAU, 1996), caracterizando no efeito Jourdain.

Em outra situacdo, o professor, ao perceber o fracasso dos alunos em relagdo a

compreensdo do conceito de funcao quadrética, utiliza a representacdo pelo diagrama de

35 A renegociagdo de contrato deve ser realizada na situagdo didatica, quando o “aluno que nio consegue
ultrapassar a dificuldade e ligar, através do conhecimento, a sua acdo aos resultados obtidos, a
responsabilizagdo deve ser renegociada ...” (BROUSSEAU, 1996, p. 54).
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setas, para explicar o dominio e a imagem com a sua lei de correspondéncia, mas a sua
énfase fica na representacao utilizada, afastando a compreensao real do conceito. Nesse
sentido, Brousseau (1996, p. 43) comenta que, quando o aluno fracassa em uma atividade
de ensino, o professor “pode ser levado a justificar-se, para prosseguir a sua a¢do, a tomar
as suas proprias explicacdes e os seus meios heuristicos como objetos de estudo no lugar
do verdadeiro conhecimento matematico”. Esse efeito Brousseau (1996) denomina
deslize metacognitivo.

Na continuagdo da mesma aula, o professor coloca um problema no quadro de
funcdo quadrética, para os seus alunos, e diz que, para chegar a solu¢do, é necessdrio
utilizar a férmula de Bhaskara. Os alunos incialmente nido conseguem responder o
problema, o professor €, entdo, obrigado a renegociar o contrato, apresentando um
problema semelhante com a sua respectiva resposta. Nesse momento, os alunos tiveram
um pequeno avanco, mas sem sucesso. Mais uma vez, o professor apresenta o problema
e responde com outro exemplo andlogo ao primeiro, explicitando as técnicas a serem
utilizadas na resolucao.

Com as repetidas explicagdes a base de problemas andlogos, os alunos conseguem
responder ao primeiro problema proposto pelo professor; no caso, os alunos “obtém a
solugdo de uma leitura das indicag¢des didaticas, e ndo de um investimento no problema”
(BROUSSEAU, 1996, p. 45). Esse efeito ¢ denominado “utiliza¢do abusiva da analogia”
e tem uma relagdo estreita com o efeito Topdzio, produzindo situacdes em que o professor
apresenta continuamente respostas parciais ao problema, fazendo o aluno se distanciar do
saber em jogo.

Por tltimo, apresentamos o efeito do envelhecimento das situagdes de ensino.
Imaginemos o mesmo professor preparando o material de ensino para as proximas aulas
de Matemdtica, nas quais o conteudo de fun¢do quadrética serd ensinado a novas turmas.
Ele percebe que a reprodugdo das mesmas aulas ndo tem o mesmo efeito para a turma de
alunos descrita incialmente, nem para outras possiveis turmas. Entdo, ele tem “uma
necessidade bastante grande de mudar, pelo menos, a formulagdo de sua exposi¢do ou das
suas instrugdes, os exemplos, os exercicios e, se possivel, a propria estrutura da aula”
(BROUSSEAU, 1996, p. 46). Essa mudanca de postura do professor € importante para
favorecer um ambiente de aprendizagem dos conceitos mateméticos abordados, fazendo

com que as situagdes didaticas vivenciadas pelos alunos sejam significativas.
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2.2.2. As Rupturas de Contrato

Ao analisar as relagdes implicitas ou explicitas que se estabelecem no contrato
didatico, verificamos que muitas delas se manifestam ocorrendo rupturas ou nao das
regras contratuais. Brousseau (1986) comenta que o mais importante ndo € tentar
explicitar todas as regras que aparecem no contrato diddtico, mas as suas possiveis
rupturas.

As rupturas de contrato sdo elementos importantes no processo de ensino e
aprendizagem da Matemdtica, pois promovem a compreensao dos conceitos trabalhados
pelo professor. Segundo Aradjo, Brito Lima e Camara dos Santos (2011), tais conceitos,
a serem repassados pelo professor de forma diferente das atuais, promovem uma tensao
entre professores e alunos, fazendo com que os alunos utilizem novas formas de conduzir
as suas respostas, ocasionando as rupturas de contrato. Nesse sentido, podemos considerar
a seguinte afirmacao de Sarrazy (1995, p. 6): “De fato, a aprendizagem vai repousar nao
sobre o funcionamento do contrato, mas sobre suas rupturas”.

Aratjo, Brito Lima e Camara dos Santos (2011) apresentam, em sua pesquisa,
resultados que representam momentos de ruptura de contrato. A pesquisa foi aplicada em
uma turma de 8° ano do ensino fundamental de uma escola da rede particular da cidade
do Recife, no estado brasileiro de Pernambuco. Na ocasido, foi entregue ao docente
responsavel uma lista de problemas de dlgebra; sua escolha do problema foi motivada
pelo objetivo de proporcionar uma ruptura de contrato didatico. O modelo dos problemas
ndo era convencional, isto é, eram problemas que os alunos nao estavam acostumados a
resolver.

O problema analisado pelos pesquisadores tem o seguinte enunciado: Em Sao
Paulo, tenho um sobrinho a menos que em Recife. Gastei R$ 200,00 na compra de
presentes para os sobrinhos do Recife e R$ 120,00, para os de Sdo Paulo. Com isso, todos
os meus sobrinhos receberam presentes do mesmo valor. Quantos sobrinhos tenho em
Sao Paulo e no Recife?

E um problema cuja resposta néo é esperada pelos alunos por ndo corresponder a
um valor inteiro, mas um valor racional. Segundo os pesquisadores, durante a aula, vérios
questionamentos foram levantados pelos alunos e pelo professor, gerando momentos de

tensao, “por se defrontarem com um problema diferente do que eles estavam acostumados
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a resolver, o que indica o motivo da ruptura do contrato.” (ARAUJO; BRITO LIMA;
CAMARA DOS SANTOS, 2011, p. 749).

Outro exemplo de ruptura de contrato € apresentado por Jonnaert e Borght (2002),
que relatam uma situagao ocorrida em uma turma de 5* série do ensino fundamental. A
situag@o acontece quando os alunos utilizam a técnica de dividir por 4 um niimero natural
quando solicitados a multiplicar por 0,25, como, por exemplo, 500 x 0,25 (neste caso, a
divisdo € exata). Nessa situacao, os alunos dividem 500 por 4, obtendo o mesmo resultado
de 500 x 0,25. Mas, no momento em que o professor apresenta um nimero nao divisivel
por 4, os alunos se deparam com uma situa¢do nova, necessitando os alunos novos de
conhecimentos e o professor, de uma renegociacdo do contrato vigente, para gerar uma
ruptura.

Algumas das devolugdes podem gerar rupturas de contrato, fazendo com que o
aluno se depare com uma situacdo diferente, a qual enseja novos conhecimentos para
resolucao de problemas. Mas nem sempre o aluno consegue avangar nesse sentido, sendo
preciso que haja a interven¢do do professor, isto €, que seja devolvido ao professor o
problema. Nesse momento, que o professor compreende a necessidade de sua intervengao
e assume o seu papel novamente, gera uma renegociacdo do contrato didatico,
caracterizando uma contradevolu¢do®®. Assim, “por meio das rupturas didaticas do
contrato, o professor deve descobrir os limites da devolugao e aceitar as contradevolucdes
do aluno que pede para mudar de estratégia.” Portanto, no jogo didatico gerado pelas
rupturas de contrato, ocasionada pelas devolucdes e pelas contradevolugdes, “leva a
evolugdo das relacdes do aluno com o saber”, criando uma dindmica propria do contrato
didatico JONNAERT; BORGHT, 2002, p. 194).

A observacgdo das rupturas de contrato pode proporcionar uma visdo da evolucao
de uma situagdo didatica proposta, sendo o contrato diditico considerado o motor da
relacdo didética e as rupturas, o seu combustivel. Segundo Jonneart e Borght (2002, p.
195), a relagdo didatica se “alimenta de rupturas de contrato em torno de um projeto de

ensinar e de um projeto de aprender”.

36 <« . em uma espécie de contradevolucdo, o aluno nio estd mais em condi¢des de responder as expectativas

do professor. Mais do que isso, nesse exato momento da relacio didatica ele deve pedir ao professor para
renunciar a ela JONNAERT; BORGHT, 2002, p. 194).
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A mudanca de postura do professor e dos alunos mediados pelo saber em questao

L . . 37 ey eqe L e e~
podera efetivar uma ruptura no contrato vigente”’, a qual possibilitard uma divisdo de
responsabilidades perante um contrato didatico estabelecido. Neste sentido, o que sdo
analisadas sdo as relagdes implicitas ou explicitas estabelecidas no contrato didatico e de
que modo elas se manifestam, efetivando rupturas, ou ndo, das regras anteriormente

estabelecidas.

2.3. O PEP e a Nocao do Contrato Didatico

Durante o desenvolvimento do PEP, sdo geradas mudangas nas praxeologias do
professor e dos alunos, ocasionando o crescimento das OM e estabelecendo
responsabilidades partilhadas relacionadas ao saber em jogo. As consideragdes de
Rodriguez, Bosch e Gascon (2007) ressaltam que as possibilidades de aplicagdes de um
PEP e de sua eficdcia, na incorporacio de resolugdes de problemas, no processo de ensino
e de aprendizagem, estdo ligadas a uma particio de responsabilidades definidas pelo
contrato didético.

Para Chevallard, Bosch e Gascon (2001, pg. 205), “o Contrato Didatico € acionado
quando, sob a coordenacao do professor, o aluno entra, verdadeiramente, em contato com
uma obra concreta para estudd-la e a aprende”. A questdo geratriz proposta pelo professor
de Matematica tem a funcdo de desenvolver, nos alunos, a inten¢do de buscar uma
resposta através de pesquisas e estudos, e isso gera relacdes implicitas e explicitas entre
o professor, aluno e o saber.

Retomando a ideia de Jonnaert e Borght (2002), que representa as dreas de riscos
e os espacos de didlogos nas situacdes didéticas (ver a figura 2), na aplicagdao do PEP,
existe a possibilidade de ampliacdo da drea do didlogo, com a condugdo da aula para uma
articulacao entre os pdlos (professor, aluno, saber) e a diminui¢do da drea de risco, o que
resulta em uma melhor didética e uma boa aprendizagem dos contetidos mateméaticos em

sala de aula.

3 No contrato did4tico, existem regras implicitas e explicitas no jogo diddtico. No momento em que essas
regras sdo quebradas, isto é, as expectativas do aluno ou do professor ndo sdo concretizadas, gerando
tensoes, emergem as rupturas de contrato (BROUSSEAU, 1996).
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Na andlise do contrato diddtico, os seus efeitos podem estar presentes no
desenvolvimento do PEP, os quais podem apresentar pontos importantes referentes ao
processo de ensino e aprendizagem. Os efeitos podem indicar as mudancas dos contratos
didéticos, as suas renegociacdes e as rupturas estabelecidas durante o desenvolvimento
das OM.

No que se refere a ruptura de contrato, pode ser comparada a um contrato implicito
unindo o professor e o aluno, na medida em que o aluno tem a surpresa de que ndo
consegue resolver o problema e em que hd a surpresa do professor, que se depara com a
insuficiéncia de sua capacidade de ensinar. Nesse sentido, produz uma crise, gerando
negociacdes para buscar um novo contrato com vistas a aquisicdo de novos
conhecimentos; entdo, “é o conhecimento matematico que resolvera as crises surgidas
com as rupturas de contrato.” (CHEVALLARD; BOSCH; GASCON, 2001, p- 220).

O Percurso de Estudo e Pesquisa tem, na sua esséncia conceitual, a finalidade de avaliar
o ensino dos conceitos matemdticos que proporcionam a aprendizagem, cuja anélise de
sua condugdo, ao se observar as possiveis rupturas, torna-se importante.

Destacamos, inicialmente, dois momentos nos quais pode acontecer a ruptura ao
aplicarmos o PEP. O primeiro esta relacionado a apresentacdo da questdo geratriz aos
alunos. Neste caso, ao se depararem com uma questao na qual o enunciando € aberto, no
sentido de levar a vérios possiveis caminhos para encontrar a resposta. O aluno se depara
com uma nova expectativa, quebrando um contrato didatico que tinha sido antes
estabelecido (FONSECA; CASAS; BOSCH; GASC()N, 2009). J4 o professor enfrentara
novas situacdes geradas pelas novas expectativas estabelecidas pelo aluno.

Tomando por base Aradjo, Brito Lima, Camara dos Santos (2011), o segundo
momento de ruptura estd relacionado a evolu¢do das OM, que podem gerar momentos de
tensdo, por demandarem novos conhecimentos e formas diferentes para a resolucdo das
questdes surgidas durante o percurso de estudo e pesquisa.

Em uma situacdo diddtica na qual seja apresentada uma questao geratriz e em que
o aluno inicie a resolver por um tipo de tarefa relacionada a uma organiza¢do matematica
pontual, evolui-se, no desenvolvimento da resolu¢ao do problema, para uma organizacao
matematica local, e consequentemente, para uma organiza¢do matemaética regional. Neste
processo de ensino e aprendizagem, os contratos diddticos e suas renegociacdes sao

estabelecidos, os efeitos de contrato tornam-se aparentes e evidentes, € suas rupturas sao
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destacadas. A figura a seguir representa o processo da evolu¢dao do PEP e sua relagcao

com alguns elementos do contrato didatico.

Figura 5 - Relagdes entre alguns elementos da TAD e do CD
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Fonte: préprio autor (2019)

No desenvolvimento do PEP, nos momentos em que as OM sdo mudadas por
outras mais complexas, existe a possibilidade de identificar os efeitos e as possiveis
rupturas de contrato, com a finalidade de analisar a sua evolugdo. A evolucdo das OM €
desenvolvida e a relacd@o entre o professor, o aluno e o saber sdo estabelecidas a partir do
contrato didatico, gragas ao qual renegociacdes podem acontecer naturalmente. Os efeitos
do contrato didético devem ser observados, principalmente quando se relacionam com as
renegociacdes e rupturas, pelo fato de eles apresentarem mais elementos para a
compreensdo do processo de mudanca de uma OM para outra, e revelarem o
comportamento do professor e de seus alunos nesta evolucao.

A situagdo fundamental e a devolugdo estdo presentes em todo o processo de
aplicacdo do PEP, podendo ser relacionadas, inicialmente, com a questdo geratriz e com
as suas questdes derivadas, proporcionando um sentido dos conceitos abordados e o

andamento didético do dispositivo, como também as contradevolucdes (JONNAERT;
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BORGHT, 2002), que t¢tm um papel importante na adequag¢do do desenvolvimento do
dispositivo didatico.

No que diz respeito a nocao de contrato didatico, eles sdo estabelecidos, os seus
efeitos e suas rupturas, serdo os principais elementos as serem observados no
desenvolvimento do PEP em nossa pesquisa, por entendermos que sao suficientes para
responder parcialmente a nossa questio de pesquisa. Porém, ndo descartamos a presenca
e a importancia dos outros elementos citados referentes a nocdo do contrato didatico no

desenvolvimento do PEP.

2.4. A Psicologia Cognitiva no Ensino da Matematica e o Ciclo de Soluc¢ao de
Problemas

Apresentaremos alguns pontos que consideramos pertinentes da Psicologia
Cognitiva e a sua relagdo com o ensino da Matematica, trazendo uma proposta de solu¢do
de problemas com base no estudo da cogni¢cao humana.

Iniciaremos com uma breve introducdo sobre a Psicologia Cognitiva, por
acharmos importante compreender a sua trajetoria histdrica e epistemoldgica, assim como
o seu papel atual nas pesquisas educacionais e, consequentemente, a sua importancia nas
pesquisas relacionadas ao ensino de Matematica e suas contribuicdes nas metodologias
de ensino e aprendizagem. Por tltimo, apresentaremos o ciclo de solu¢do problemas, o
qual apresenta elementos tedricos que podem se relacionar com o PEP e o CD, com a
finalidade de construirmos meios de andlise para verificarmos indicios de aprendizagem

do conceito de funcdo, ao aplicarmos um PEP.

2.4.1. Uma Breve Introducao a Psicologia Cognitiva

A Psicologia Cognitiva é um campo de estudo da Psicologia com influéncia e
contribuicdes em diversas dreas de conhecimento, como, por exemplo, no ensino das
diversas disciplinas escolares, na Medicina, na Administracdo de Empresas, entre outras.
A sua atuagdo diversificada tem colocado a Psicologia Cognitiva como uma das principais
areas de interesse de pesquisa nos diversos institutos e universidades do mundo. Devido
a sua importancia nos diversos tipos de pesquisas, e, principalmente, na Matematica,
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apresentaremos uma breve contextualiza¢do do desenvolvimento tedrico da Psicologia
Cognitiva, caracterizando as suas principais influéncias e seus métodos de pesquisa.
Ressaltamos que essa contextualizacio se torna importante para caracterizarmos melhor
a nossa pesquisa.

Segundo Sternberg e Sternberg (2017), os historiadores da Psicologia destacam a
Filosofia e a Fisiologia como as suas primeiras raizes conceituais, e, a partir delas, outras
linhas de pensamento foram desenvolvidas, até chegar as dreas de atuagdo da Psicologia
tal qual a conhecemos hoje. De modo geral, a Filosofia busca compreender a natureza na
sua amplitude de formas e visdes diferentes do mundo, geralmente por meio da
introspeccio’®. No caso da Fisiologia, ela procura um estudo cientifico que contenha
formas vitais na matéria, com resultados fundamentados em métodos empiricos, isto &,
baseando os seus estudos na observagdo. Essas duas bases conceituais evoluiram as suas
discussdes a partir da Dialética® e influenciaram o desenvolvimento da Psicologia,
gerando discussdes que levaram para diferentes visdes da compreensao da mente humana.

Duas linhas de pensamento tém influenciado as discussdes, na drea da Psicologia,
durante o seu desenvolvimento: o racionalismo e o empirismo. O racionalismo tem a ideia
de que o “conhecimento se d4 por meio de andlise da logica”, ndo necessitando de
experimentos para construir mais conhecimento. Platdo (428 - 348 a.C), seu principal
representante, acreditava que o conhecimento se dava por meio do pensamento légico.
Mais tarde, René Descartes (1596 — 1650), um dos principais representantes do
racionalismo e famoso pela frase: “Penso; logo, existo.”, acreditava que o pensamento
introspectivo e reflexivo era superior aos estudos baseados na observacao.

No caso do empirismo, a aquisicdo do conhecimento se d4 por meio da
“experiéncia e observacdo” da observacdo do comportamento e dos processos sdo
essenciais. Os seus principais representantes sdo Aristoteles (384 — 322 a.C.), que
acreditava que o conhecimento era dado pela observacao e pela experiéncia, e John Locke
(1632 — 1704), que defendia que as pessoas nasciam sem conhecimento e o iam

adquirindo por meio da observacao e experiéncia.

38 Observacio e andlise de si, com vistas a estudar a sua prépria pessoa; ou, entdo, com vistas a conhecer o
espirito humano em geral (CLEMENT; DEMONQUE; HANSEN-LOVE; KAHN, 1994, p. 203).
% No seu sentido lato, Interagio dinAmica e fecunda entre elementos opostos, quer se trate de fatos ou de
pensamentos; no sentido estrito: arte da discussdo ou técnica do didlogo, com o intuito de descobrir a
verdade através de perguntas e respostas (CLEMENT; DEMONQUE; HANSEN-LOVE; KAHN, 1994, p.
96).
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As duas visdes tiveram influéncia por séculos no desenvolvimento da ciéncia, até
que o filésofo Immanuel Kant (1724 — 1804) sintetizou dialeticamente as duas ideias,
destacando o lugar das duas visdes no desenvolvimento cientifico (STERNBERG;
STERNBERG, 2017, p. 6). As duas visdes sdao importantes ao analisarmos o
desenvolvimento da Psicologia Cognitiva. Segundo elas, as observacdes com base
empirica foram estruturadas e fundamentadas teoricamente, existindo uma relacdo de
mao dupla.

Sternberg e Sternberg (2017) afirmam que as origens da Psicologia Cognitiva tém
diferentes ideias e abordagens, nas quais o desenvolvimento foi baseado nos
posicionamentos dialéticos. Um deles registrou-se entre o estruturalismo e o
funcionalismo.

O estruturalismo™®

€ considerado a primeira escola de pensamento da Psicologia,
voltada para “compreender a estrutura (configuracdo de elementos) da mente e as suas
percepcdes”. Um dos seus principais representantes € o psicologo Wilhem Wundt (1832
— 1920); suas ideias influenciaram o estruturalismo na Psicologia, tendo a introspeccao*!
como um dos principais métodos utilizados. Com as diversas criticas em relacdo ao
método da introspeccao e a observagdo concentrada nas estruturas, surge um movimento
alternativo ao estruturalismo, que € o funcionalismo.

O funcionalismo** tinha a fungio de “compreender o que as pessoas fazem e por
que fazem”, destacando a compreensdao dos processos do funcionamento da mente
humana. Como o interesse do funcionalismo estava centrado nas aplicagdes praticas, foi
conduzido a abordagens pragmdticas, levando ao pragmatismo*’. Destacamos dois
importantes representantes do funcionalismo: William James (1842 — 1910), com
pesquisas centradas na atencdo, consciéncia e percepcao; € John Dewey (1859 — 1952),

sendo destacado com suas abordagens pragmdticas na Educacdo. Esses dois

40 Método geral que consiste em privilegiar as estruturas dos fendmenos a conhecer, ou seja, a fazer
prevalecer as relagdes entre os termos de um conjunto, para explicar o seu funcionamento (CLEMENT;
DEMONQUE; HANSEN-LOVE E KAHN; 1994, p. 134).
41 um método que procura observar, de forma consciente, os processos de pensamento humano, buscando
elementos basicos de um objeto ou de um processo (STERNBERG; STERNBERG, 2017).
42 A Psicologia toma como objeto de estudo ndo as estruturas da consciéncia, mas as suas fungdes (DORON;
PAROT, 2001).
43 Doutrina filoséfica introduzida por Charles S. Pierce em 1878, fala que a significa¢do de um conceito é
constituida pelos seus efeitos praticos; o sentido do conceito do sol, por exemplo, é, portanto, o calor, a luz
e todos os efeitos conhecidos do sol (DORON; PAROT, 2001).
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pesquisadores tiveram grande influéncia na condug¢do do pensamento da Psicologia
Cognitiva contemporanea (STERNBERG; STERNBERG, 2017, p. 7).

O interesse em saber como as pessoas aprendem foi se tornando o objeto de estudo
mais focado da Psicologia, levando a surgir outras correntes de estudos, uma delas
chamada Associacionista. Esta corrente de estudo tende a “examinar como os elementos
da mente, por exemplo, eventos e ideias, podem ser associados para resultar em uma
forma de aprendizagem” (STERNBERG; STERNBERG, 2017, p. 10). Essas
associacdes** podem resultar em trés vertentes: contiguidade, similaridade e contraste. Os
seus principais representantes foram o Hermann Ebbinghaus (1850 — 1909), se
destacando com os trabalhos relacionando a repeticdo na aprendizagem, e o Edward Lee
Thorndike (1874 — 1949), destacando, em seus estudos, o papel da satisfacdo e a
nomeacdo da lei do efeito®, ideias que precederam a abordagem behaviorista.

Com a evolucdo das pesquisas na Psicologia, a utilizacdo de animais foi se
tornando mais frequente para investigar as relacdes existentes entre o estimulo e a
resposta, tomando forma e dando base tedrica para uma abordagem behaviorista. Esta
abordagem esta centrada na “relagcdo entre o comportamento observado e os eventos ou
estimulos ambientais”. Um dos seus principais representantes foi o psicologo Ivan Pavlov
(1849 — 1936), com destaque para o estudo da aprendizagem clédssica condicionada®, a
qual abriu caminho para o behaviorismo. Uma das correntes do behaviorismo foi o
behaviorismo radical*’, tendo John Watson (1878 — 1958) e B. F. Skinner (1904 — 1990)
como 0s seus principais representantes. Watson nao utilizava os pensamentos ou seus
mecanismos em suas pesquisas, acreditando que os estudos deveriam ser centrados na
observacao do comportamento. Ja Skinner acreditava que todas as maneiras de observar
o comportamento humano, incluindo os comportamentos relacionados a aprendizagem,

poderiam explicar as reagdes ao ambiente. As contribui¢cdes desses estudiosos tiveram

# A contiguidade diz respeito as associagdes que ocorrem ao mesmo tempo; a similaridade, as que possuem
propriedade e caracteristicas semelhantes; o contraste, as situacdes que apresentam polaridade
(STERNBERG; STERNBERG, 2017).
45 A lei do efeito esté relacionada ao recebimento de um estimulo, o qual tende a produzir respostas se o
organismo for recompensado (STERNBERG; STERNBERG, 2017).
46 Estudou o comportamento involuntdrio, iniciou as suas pesquisas observando cachorros que salivavam
ao verem o responsdvel pela alimentacio levar a comida; em outro momento, os cachorros salivavam ao
verem o responsdvel pela alimentacdo, mesmo sem o alimento, acontecendo a resposta. Pavlov, defendia
que a resposta dos cachorros indicava uma forma de aprendizagem (STERNBERG; STERNBERG, 2017).
47 Entende-se por behaviorismo radical os fendmenos sentidos por introspec¢do, considerados
comportamentos como 0s outros, isto €, submetidos aos mesmos tipos de determinismos e acessiveis a
andlise experimental (DORON; PAROT, 2001, p. 153).
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influéncias na aprendizagem, na linguagem e na resolucao de problemas (STERNBERG;
STERNBERG, 2017, p. 11).

Com a limita¢do em alguns aspectos do behaviorismo, como: a ndo abordagem de
atividade complexas da aprendizagem da linguagem e da solucdo de problemas; a
observacao apenas do comportamento, descartando-se o estudo da mente; e a utilizagao
de animais, com o controle do ambiente dos experimentos. Surgiram criticas, o que fez
surgir, durante 1950, um movimento chamado Revolu¢do Cognitiva. O cognitivismo é
“um conjunto de concepgdes psicoldgicas cujo objeto principal € o estudo dos processos
de aquisi¢ao dos conhecimentos e de tratamento da informacao” (DORON; PAROT,
2001, p. 145).

Segundo Sternberg e Sternberg (2017), o Cognitivismo explica como as pessoas
pensam, considerando boa parte do comportamento humano; e € entendido, de certa
maneira, como uma juncao das formas de anélise de como as pessoas pensam e aprendem
do Behaviorismo, que utiliza analises quantitativas, e do Gestaltismo*®, este tltimo que
considera os processos mentais internos. Durante o desenvolvimento da Psicologia
Cognitiva, a sua atuacdo foi determinante em diversas areas, como, por exemplo: na
Psicologia Computacional, conduzindo pesquisas que levam computadores a se
comunicarem com humanos de forma independente, ou a tomarem decisdes de situacdes
sem o intermédio de uma pessoa, levando ao que conhecemos hoje como Inteligéncia
Artificial (AD).

Na aviacdo, usa-se a Al no caso de manuseio de alavancas posicionadas na cabine
do avido e que sdo responsdveis para erguer os trens de pouso e para movimentar os
aerofélios; estes, por serem iguais e terem funcdes diferentes, ocasionavam erros aos
pilotos e graves acidentes; a Al também € utilizada nas propagandas, nas quais sao usados
conhecimentos da Psicologia Cognitiva pelos publicitarios, para conseguirem 0s seus
objetivos empresariais. Com o avanco da Psicologia, de forma tedrica e pratica,
principalmente no que se refere ao comportamento e a suas relacdes com o pensamento

humano, a expressao Psicologia Cognitiva foi consolidada.

4 A Psicologia Gestalt entende que compreendermos melhor os fendmenos psicolégicos quando
visualizamos de forma organizada e estruturada. Eles utilizam os insights para compreender o evento
mental ndo observavel pelo qual alguém vai da situacio de nao ter a ideia sobre como resolver um problema
para a situagcdo de compreendé-lo totalmente no que parece ser um mero instante de tempo (STERNBERG;
STERNBERG, 2017, 13).
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Com a sua consolidacdo, desenvolveram-se diversos métodos de pesquisa que
foram aperfei¢oados e aplicados nas diferentes areas de conhecimento. Iremos apresentar,
a seguir, de maneira sucinta, alguns métodos de pesquisa da Psicologia Cognitiva,
tomando por base a descricao de Sternberg e Sternberg (2017).

Um dos métodos por eles usados sdo os experimentos laboratoriais, nos quais sao
controladas e analisadas, basicamente, as varidveis independentes e as varidveis
dependentes. As varidveis independentes sio reguladas e manipuladas pelo investigador,
diminuindo ou excluindo a possibilidade de variacdo, como, por exemplo, a escolha da
idade, do sexo ou da altura. As varidveis dependentes podem ser consideradas as respostas
dos resultados influenciados, eventualmente, pelas varidveis independentes. Nesse
processo de controle das varidveis, algumas informacdes sdo irrelevantes a pesquisa e sao
controladas de forma a ndo influenciar as varidveis dependentes; neste caso, recebem o
nome de varidveis de controle. Da mesma forma, as varidveis que nao influenciam as
varidveis dependentes e que ndo necessitam de controle sdo chamadas de varidveis de
confusdo. No seu desenvolvimento, esse método apresentou outros elementos de andlise®
auxiliados pela probabilidade e estatistica.

Outro método da Psicologia Cognitiva encontra-se nas pesquisas neurocientificas,
as quais estdo centradas no desempenho cognitivo e nas estruturas celebrais. De forma
geral, € composta de trés categorias: post-mortem, que sdo estudos realizados apds a morte
de um individuo, buscando estabelecer relagdes cognitivas existentes antes da morte com
as estruturas visiveis do cérebro, a exemplo dos estudos do cérebro de pessoas que
possuiam uma inteligéncia extraordindria; estudo de imagens do cérebro, geralmente
aplicado ao estudo das atividades celebrais de individuo com déficit cognitivo; e obtencao
de informagdes dos processos celebrais durante o desempenho atividades normais de um
individuo.

Os autorrelatos, o estudo de caso e a observacao naturalistica sdo métodos de
pesquisas que podem obter informacdes de como as pessoas pensam nos diversos
contextos existentes. Os autorrelatos sdo o processo no qual o individuo descreve o seu
processo cognitivo em uma determinada situagdo de aprendizagem. Este método vai

depender da confiabilidade de quem esté relatando a situagdo, porque pode faltar com a

4 A correlagdo é um elemento bastante utilizado nas andlises das pesquisas cognitivas. Sternberg e
Sternberg (2017, p. 23) descrevem a correlacdo como uma relacdo estatistica entre, pelo menos, dois
atributos, como as caracteristicas dos participantes ou da situagdo.
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verdade por diversos motivos ou nao relatar todo o processo por esquecimento de dados.
No estudo de caso, é realizada uma pesquisa profunda e detalhada de um individuo ao se
deparar com uma determinada situacdo. Na Medicina existem vdrios estudos de caso, um
dos mais conhecidos foi o do operdrio Phineas Gage, que sobreviveu a uma explosio no
seu local de trabalho, ele foi atingido na cabeca, por uma haste de ferro, sofrendo danos
no l6bulo frontal, o que ocasionou mudancas no seu comportamento; o seu caso foi
estudado em vida e depois da sua morte. A observacdo naturalistica sdao os estudos
centrados no desempenho cognitivo, em situag¢des didrias e em contextos ndo controlados.

Por ultimo estdo os métodos que utilizam a simulagdo por computador e a
inteligéncia artificial. A simula¢do por computadores sdo pesquisas direcionadas para
desenvolver programas que imitem funcao ou determinado processo dos seres humanos.
Os mais conhecidos s@o os simuladores de avides, de carros etc. No caso da Inteligéncia
Artificial, os estudos sdo direcionados para o desenvolvimento de algoritmos que
simulem e desenvolvam, de maneira independente, o pensamento humano.

A construgdo da Psicologia Cognitiva como uma area cientifica tem influéncia de
linhas de pensamento que moldaram a sua base tedrica e os seus procedimentos de
pesquisa, sendo definida como “o estudo de como as pessoas percebem as informagoes,
aprendem-nas, lembram-se delas e pensam nelas.” (STERNBERG e¢ STERNBERG,
2017, p. 30). A sua atuacdo estd crescendo e se tornando diversificada nos diversos
campos de estudos, auxiliando na comprovagdo de resultados cientificos, como também
na solidificacdo de fundamentagdes tedricas.

Uma de suas atuacgdes expressivas estd na Educagdo, existindo um destaque nas
discussdes tedricas educacionais, no auxilio de pesquisas e no desenvolvimento de
praticas direcionadas para o ensino e a aprendizagem. No nosso caso, iremos direcionar

o estudo para o ensino da Matematica, que iremos discutir no proximo subtdpico.

2.4.2. A Psicologia Cognitiva e o0 Ensino da Matematica
Com a evolugdo das discussdes sobre como as pessoas pensam e aprendem, muitas

teorias, nocdes e métodos foram desenvolvidos, estudados e aplicados em adultos e,

principalmente, em criangas. A Psicologia Cognitiva tem um lugar de destaque nessas
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discussodes, contribuindo, de forma efetiva, para a compreensao de como aprendemos, e,
consequentemente, para o desenvolvimento de métodos de ensino.

Ao tratarmos da Psicologia e da Educacdo nos deparamos com duas dreas de
conhecimento que possuem as suas peculiaridades no seu desenvolvimento como area de
estudos. Segundo Sprinthall (1993), os estudos da Psicologia estdao centrados em técnicas
de andlises exaustivas e cuidadosas relacionadas ao significado de ser um humano,
enquanto, na Educacdo, concentra os seus estudos nas préticas escolares.

Outro ponto a ser destacado € o equilibrio entre a teoria e a pratica, essencial para
o desenvolvimento do ensino nas diversas dreas, nas quais uma valoriza¢ao excessiva da
teoria ou da prética pode ndo trazer resultados significativos. A esse respeito, Springtall

(1993, p. 5) observa:

Por um lado, a teoria sem prética pode ser uma especulagdo abstrata. A
pratica ndo guiada por uma teoria, por outro, pode resultar numa
atividade ao acaso — ou pior ainda, frenética — sem um objetivo definido
ou consequéncia relevante. (SPRINTHALL, 1993, p. 5)

Diante da busca desse equilibrio entre a teoria e a prética, Sprinthall (1993) levanta
quatro preocupacgoes a serem consideradas simultaneamente pela Psicologia Educacional:
o aluno, o professor, as estratégias de ensino e o conteiido a ser ensinado. O aluno, por
ser um individuo Unico, possuir caracteristicas proprias, e cujo comportamento individual
ou em grupo, deve ser considerado, principalmente suas variagdes e diferencas. O
professor, diante dos seus sentimentos ocultos®® direcionados aos alunos, em sala, pode
gerar uma agenda oculta, ocasionando efeitos ndo intencionais do préprio professor ou
dos seus alunos no desenvolvimento da aula. Uma terceira preocupacio estd relacionada
as estratégias de ensino, em relacdo as quais pouco se sabia e que levava os professores a
ensinarem de acordo com a sua experiéncia de vida, sem qualquer fundamentacao tedrica;
no entanto, para conduzir as aulas, o professor necessita dominar estratégias de ensino e
competéncias para que o resultado esperado seja alcancado positivamente, perante 0s seus
alunos. Por ultimo, hd que considerar o conteddo a ser ensinado. Neste caso, o professor
necessita conhecer o conteido a ser utilizado em sala, saber dividi-lo e sequencia-lo,

tomando por base as suas prioridades de ensino.

30 “Sentimento oculto” é a expressdo utilizada por Sprinthall (1993) para representar o sentimento nio
expressado pelo professor aos seus alunos.
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A Psicologia Educacional tem um papel importante no processo de ensino e
aprendizagem dos conteudos das diversas dreas de ensino, na maneira como busca
articular meios para o professor utilizar as estratégias de ensino, possibilitando que o
aluno consiga compreender o conteido abordado.

Durante o processo de associagdo da Educacdo com a Psicologia, vdrios caminhos
de pesquisa foram tracados, vdrias teorias de aprendizagem consultadas, porém iremos
apresentar as ideias de dois pesquisadores ligados a Psicologia Cognitiva e que
influenciam, significativamente, as condu¢des metodoldgicas direcionadas ao ensino
brasileiro, a saber: Piaget e Vygotsky.

Jean Piaget era bidlogo e o seu trabalho sobre a Teoria Genética ndao foi
direcionado para a Educacdo, mas teve uma grande repercussdo e influéncia no ensino,
gerando diversas acOes educativas inspiradas em suas ideias. Piaget entende que a
construcdo de conhecimento estd relacionada a interacdo como meio em situagdes
diferenciadas com quais o sujeito se depara, o que faz com que ele construa hipéteses
para compreender os fendmenos que o cercam, existindo a assimilagio! e a
acomodacdo®® como elementos desse processo. Na tentativa do sujeito de assimilar um
conhecimento, surgem os desequilibrios gerando os conflitos cognitivos, e,
consequentemente, o sujeito busca o equilibrio, com o objetivo de se adequar ao meio.
Essa interacdo entre o sujeito e o meio gera a construcdo do conhecimento através de
etapas que proporcionam o desenvolvimento da cogni¢do do sujeito, que adquire,
consequentemente o conhecimento especifico (CORREIA; BRITO LIMA; ARAIjJO,
2001).

A teoria de Piaget é bastante discutida e vasta, com vdrias contribui¢des
relacionadas a Educacdo, como a visdo do erro no desenvolvimento da aprendizagem,
que traz outra perspectiva na constru¢do do conhecimento.

Lev Vygotsky, por sua vez, foi um psicélogo, e a sua obra foi bastante discutida
no cendrio educacional brasileiro, por volta dos anos finais de 1980 e inicio de 1990.

Correia, Brito Lima e Aratjo (2001) destacam as principais ideias de Vygotsky,

S A assimilagiio é simultaneamente produtora (do esquema e da situacfo), reconhecedora (da situagio, dos
<<alimentos >> ou dos argumentos do esquema) e generalizadora (em funcdo das varia¢des da experiéncia).
Tal como sucede como na “acomodagdo”, o trabalho de assimilagdo pode ser mais ou menos espontaneo
ou dirigido, dependendo dos instrumentos postos a sua disposi¢cdo no decorrer do desenvolvimento da
inteligéncia (DORON; PAROT, 2001, p. 85).
32 A Acomodagcio € a atividade pela qual os esquemas de a¢iio e pensamento se modificam em contato com
o objeto ou depois do processo de assimilagdo (DORON; PAROT, 2001, p. 25).
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ressaltando que, a partir de uma andlise sécio-histérica e psicologica, podemos ter
elementos para compreender o processo de ensino e aprendizagem. Dentre as principais
ideias estdo: a relacdo dialética entre o individuo e a sociedade; as relacdes psicoldgicas
superiores, as quais sdo originadas entre o individuo e o seu contexto sdcio-cultural; a
mediacdo do individuo com o mundo através de meios criados pelo homem; e o cérebro
como base bioldgica das fun¢des mentais.

Outra ideia de Vygotsky estd relacionada a mediacdo. Nesse sentido, é importante
ressaltar que o conhecimento nio € construido pela interacdo direta entre o sujeito e o
objeto, mas é mediado pelos instrumentos® e signos>*.

Também para Vygotsky, hd a representacdo do objeto pela linguagem, com a
funcdo de comunicar, estruturar e organizar o pensamento. A linguagem, nas suas varias
formas de representacdo, tem o papel essencial de comunicar aos individuos, de forma
estruturada e organizada, o conhecimento historicamente acumulado, tendo a escola como
uma das mediadoras desse processo.

A zona de desenvolvimento proximal (ZDP) foi outra ideia de Vygotsky bastante
discutida; o ZDP € a distancia entre o conhecimento que o aluno ja possui, ndo
necessitando de auxilio para realizar uma atividade, e o conhecimento que ele podera
adquirir para realizar uma atividade através de interacdes com outros individuos mais
experientes (CORREIA; BRITO LIMA; ARAUJO, 2001).

As ideias de Vygotsky se consolidaram com o tempo, influenciando até hoje
muitas discussdes metodoldgicas educacionais. No contexto do ensino da Matematica,
existem inimeros trabalhos que t€ém na sua base conceitual a Psicologia Cognitiva, com
contribuicdes que direcionaram a forma de conduzir o processo de ensino e aprendizagem
da Matematica. Butterworth (1996) apresenta uma série de trabalhos nos quais discute
pontos tedricos da Psicologia Cognitiva voltada para a compreensdo e aplicagdo dos
conceitos matemaéticos, especificamente para o raciocinio matematico e a aritmético.

Ashcraft (1996) apresenta um breve histérico dos dltimos 20 anos de pesquisas da
Psicologia Cognitiva relacionadas com o processo de operacOes aritméticas (adicdo e
multiplicacdo), abordando o papel da memoria no processo mental aritmético e os estudos

cognitivos relacionados com a ansiedade diante do ensino da matemadtica. Basicamente,

53 S30 objetos do mundo fisico que medeiam a acio (CORREIA; BRITO LIMA; ARAUJO, 2001).
54 S3o instrumentos psicolégicos mediando o préprio pensamento (CORREIA; BRITO LIMA; ARAUJO,
2001).
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o trabalho de Ashcraft (1996) tem como finalidade compreender como as pessoas pensam
no momento em que estdo realizando operacdes aritméticas simples, buscando identificar
0S processos cognitivos, as representacdes da memoria e quais sa30 0s componentes
mentais necessarios para realizar as operacoes matematicas.

Segundo Ashcraft (1996), as principais pesquisas da Psicologia Cognitiva tiveram
inicio a partir de 1972, com os trabalhos de Guy Groen e de John Parkman, direcionados
para a andlise das operagdes aritméticas bésicas. Eles abordaram o ensino da contagem,
da adicao e da multiplicagdo. Suas pesquisas abriram caminho para os estudos da
Psicologia Cognitiva, trazendo contribui¢des relevantes para o ensino da matematica.
Estas discussdes surgiram entre a forte influéncia do behaviorismo no ensino, nos Estados
Unidos, e suas ideias de estimulo e resposta, repeticao e reforco. Apesar da influéncia do
behaviorismo, a visdo do ensino da aritmética era reconhecida em dois pontos: na
compreensdo dos conceitos e nos procedimentos aritméticos, destacando a diferenga dos
dois pontos.

Com a introdu¢do do computador para auxiliar as pesquisas na Psicologia, ocorreu
uma revolucdo na forma de desenvolver os estudos e analisar os dados, principalmente
nessa area, na qual se comecou a utilizar o tempo de reagdo (TR) como varidvel
dependente primdria. O auxilio do computador permitiu desenvolver uma andlise
estratégica, possibilitando analisar o desempenho da varidvel estudada de forma
minuciosa, com um fluxo de informagdes através de um sistema de processamento, como

por exemplo, o padrio de ouro>

, que estd relacionado ao tempo de reacdo de
determinadas atividades aritméticas, para compreender 0s processos mentais.

Também, conduziu estudos direcionados para a dependéncia do TR, ou laténcia
da resposta, para tentar compreender os processos mentais subjacentes, intitulada, na

6, Algumas pesquisas com o auxilio de

maior parte dos casos, de chonometric
computadores tiveram muita relevancia, como a de Guy Groen e John Parkman, nas quais
a partir de resultados processados de maneira computacional, foram desenvolvidos um
modelo de quatro estdgios da adi¢do mental, trazendo discussdes relacionadas a memoria.
Posteriormente, modelos diferentes foram desenvolvidos por outros pesquisadores,

consolidando as discussdes relacionadas ao pensamento aritmético (ASHCRAFT, 1996).

35 Gold Standard (ASHCRAFT, 1996).

3 Leva em consideracdo a medida do tempo necessdrio para os processos mentais de tratamento da

informacdo e da tomada de decisdo, inferida a partir do tempo de reacdo de escolha ou de uma das suas

varidveis, tais como: tempo de identifica¢do; julgamento de verdade e outras. (DORON; PAROT, 2001)
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Consequentemente, o estudo da memdria de trabalho ganhou destaque entre as pesquisas
da Psicologia Cognitiva, permitindo uma discussdo mais elaborada em relacdo ao
desempenho matematico, especificamente as operagdes aritméticas, com varias pesquisas
e experimentos.

Ashcraft (1996) comenta que diversos estudos da Psicologia Cognitiva voltados
para o ensino da Matematica tiveram contribui¢des importantes e avancos nas discussoes
de ensino e nas suas metodologias. Muitos dos trabalhos estavam centrados na resolugdo
de problemas matemdticos e na aritmética, tais estudos e seus resultados geraram
possibilidades de aplicacdes em dreas afins, tais como: neurocogni¢do; deficiéncias no
pensamento matemdtico; diferencas interculturais; e ansiedade matemética. Todas estas
discussdes fizeram consolidar os estudos na drea da cogni¢do matemadtica, cujas
contribui¢des vém fortalecendo o ensino da Matematica.

As pesquisas da Psicologia Cognitiva voltadas para essa drea abriram espaco para
o desenvolvimento de outras dreas de estudo, como, por exemplo, a Neurociéncia. Esta
drea de estudo tem uma ampla atuag@o e inclui as dreas da neurociéncia molecular,
celular, sistémica, comportamental e cognitiva (LENT, 2010). Apresentaremos, a seguir,
resumidamente algumas pesquisas que tiveram o foco no ensino da Matemdtica e sdo
fundamentadas pela Neurociéncia Cognitiva, por entendermos que ela tem contribuido,
de maneira efetiva, para o ensino da Matematica. Lent (2010, p. 6) define a neurociéncia
cognitiva como a que “trata das capacidades mentais mais complexas, geralmente tipicas
do homem, como a linguagem, a autoconsciéncia, a memoria e etc”.

Dowker (2005) discute as relagdes entre a Psicologia, da Neurociéncia e a
Educagdo voltada para a aprendizagem da aritmética. A sua pesquisa analisa como &
desenvolvida, em criangas, a cogni¢do aritmética, seu desempenho e suas diferencas
individuais, como também em adultos sauddveis e em pacientes neuropsicologicos,
ressaltando que nao existe apenas uma habilidade aritmética, mas habilidades aritméticas.

Este pesquisador apresenta perspectivas da neurociéncia nas suas diferentes
abordagens, ressaltando as diferencas individuais dos componentes da aritmética, como:
os principios e procedimentos aritméticos; o conhecimento dos fatos aritméticos: a
compreensdo dos principios aritméticos com a finalidade de uséd-los para conceber novos
padrdes de estratégias; o estimulo aritmético e a capacidade de lidar com somas. O autor
discute as questdes geradas por contribui¢des internas (cérebro) e externas (meio

ambiente, cultura e linguagem) que caracterizam as diferencas individuais do
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desenvolvimento matemético dos individuos. Ressalta a importancia dos estudos
relacionados ao desenvolvimento aritmético e do pensamento, interessando a psicélogos,
educadores, neurocientistas, matematicos e a formuladores de politicas educacionais, que
necessitam do conhecimento aritmético para a atuacao em suas respectivas areas.

Destacamos o trabalho de Dehaene, Izard, Pica e Spelke (2006), os quais
apresentam um estudo realizado com os indios Mundurukd da Amazdnia, uma
comunidade isolada e com pouco ou nenhum acesso a educagdo formal. Os sujeitos da
pesquisa foram as criancas e adultos Munduruku que participaram de testes ndo-verbais,
com a finalidade de identificar a presenca dos conceitos geométricos bdsicos, como:
ponto, reta, paralelismo, formas geométricas, como também a utilizacdo de mapas
geométricos para identificar a ideia de direcdo, angulo e distancia.

A pesquisa utilizou imagens geométricas a partir das quais os participantes
poderiam identificar e associar aos conceitos matemdticos abordados, nos quais 0s
pesquisadores utilizaram o tempo médio de resposta como um dos parametros para
analisar os resultados. Comparados aos resultados de criancas e adultos americanos, os
resultados obtidos junto aos indios Mundurukd, verificou-se que o desempenho dos dois
grupos de criancas foram idénticos, e, no caso dos adultos, os americanos tiveram um
resultado significante melhor, chegando-se a conclusdo de que os conceitos basicos
geométricos e aritméticos sao inerentes a mente humana, independentemente do contexto
historico e cultural dos povos.

Em outro trabalho, Dahaene, Izard, Pica, Spelke (2008) pesquisaram a
representacdo e compreensdo da nocdo dos nimeros na comunidade dos indios
Munduruki. Foram aplicados testes que apresentavam escalas de 1 até 10 e de 1 até 100,
com a finalidade de analisar a capacidade dos indigenas de registrar os nimeros cardinais.

Na pesquisa, foram utilizados computadores que auxiliaram os indigenas nos seus
registros, sendo utilizada a neuroimagem como um dos elementos de andlise. Também
foram comparados os resultados dos testes com criangas e adultos americanos, concluindo
que os ocidentais estimam grandes quantidades numéricas de forma compreensiva e
jugam com o pensamento linear quando os nimeros sdo apresentados de forma simbdlica.
No caso dos Mundurukdu, foi apresentada uma ndo linearidade na mesma situagdo. Ao
final do trabalho, os pesquisadores estabelecem uma rela¢do entre a neurociéncia e o
ensino da Matematica, apresentando quais partes do cérebro sdo afetadas e sua relacao

com O ensino.

82



Butterworth (2002) apresenta uma associagdo entre a linguagem e a matemaética.
Destaca que a matemadtica também € uma linguagem, mas com 0s seus proprios
elementos. O autor discute patologias que afetam as habilidades na linguagem, quais
podem ndo afetar o raciocino matematico, apresentando o caso do Mr. Harvey como
exemplo, chegando a conclusio de que dreas do cérebro responsdveis pela linguagem sdo
areas diferentes das habilidades matemdticas, a exemplo do raciocinio l6gico, que se
localiza em uma 4rea diferente da linguagem. Na sua discussdo, faz uma ligacdo da
Psicologia com o logicismo matemadtico, citando as obras de Jean Piaget. Em seguida,
discute alguns problemas patoldgicos relacionados a compreensao matematica, a exemplo
da discalculia, caracterizada por dificuldades no desenvolvimento das competéncias
aritméticas.

Apesar de vdrios estudos da Psicologia Cognitiva estarem concentrados na
aritmética, existem trabalhos que abordam outros conceitos matemdticos. Destacamos a
pesquisa de Lautenschlager, Ribeiro e Zana (2017), na qual analisam como os professores
concebem o conceito de polindmio antes e depois de participarem de uma formacdo
continuada, verificando as concepg¢des estruturais € operacionais e tal conceito; os autores
utilizam como fundamentacgdo tedrica estudiosos da Psicologia Cognitiva que abordam a
ideia de conceito e de sua estruturacio. A formacdo continuada analisada pela pesquisa
teve 31 encontros presenciais e 9 a distancia, abordando temas como grupos
colaborativos, conjunto dos numéricos (naturais, inteiros, racionais), anéis de polindmios
e fun¢des. Como resultado da pesquisa, chegaram a conclusdo da necessidade de, na
formagdo do professor de Matematica, ser contemplado o conhecimento conceitual e
procedimental de forma equilibrada.

Temos, ainda, a pesquisa de Fernandes, Muniz, Mourdo-Carvalhal e Dantas
(2015), que abordaram o estudo da memoria, da aprendizagem e da indissociacdo entre o
corpo e a mente direcionada para a aprendizagem matematica. A pesquisa foi direcionada
para investigar quais possiveis impactos um programa pedagdgico pode ter ao ser
aplicado em atividades didatico-manipulativas usando o corpo € o movimento. O estudo
foi realizado com 37 criancas que apresentavam indicativos de deficiéncia de
aprendizagem e com idades de 7 até 12 anos. Constataram, na pesquisa, que, apos as
atividades propostas no estudo, os alunos melhoram a sua autonomia académica, o senso

de autoeficicia e a compreensao dos conceitos matematicos.
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A Psicologia Cognitiva tem contribuido para o ensino da Matematica,
apresentando estudos com resultados expressivos e consolidados, trazendo avangos no
processo de ensino e aprendizagem dos conceitos matemdticos, proporcionando uma
solida fundamentacdo tedrica para elaboracdo de métodos de ensino. Além dos
pesquisadores citados anteriormente, temos: Brito (2011); Figueredo (2007); Fonseca e
Barros (2016), e outros, que contribuem para a discussdao em torno da utilidade e da

importancia da Psicologia Cognitiva na educacao matematica.

2.4.3. Ciclo da Solucao de Problemas

Durante muitos momentos de nossas vidas, nos depararmos com situacdes
problematicas reais ou construidas com a finalidade de ensino e aprendizagem, que
necessitam de decisdes e procedimentos de resolu¢des que podem ser de forma simples
ou complexa, de forma individual ou coletiva. Sternberg e Sternberg (2017) apresentam
um procedimento para resolver problemas chamado “ciclo de solu¢ao de problemas” e
que pode auxiliar nos caminhos para buscar as possiveis respostas, levando a uma anélise
da situacdo, a uma organizacio dos elementos existentes no problema, e, finalmente, a
um procedimento de resolugdo.

Segundo Sternberg e Sternberg (2017), ao nos depararmos com um problema nao
resolvido, estamos no estado inicial, no qual faremos um esfor¢o para chegar a solugio,
chamada “estado de meta”. Entretanto, no caminho seguido do estado inicial para o estado
de meta, podem existir vdrios obsticulos com diferentes niveis de dificuldade,
necessitando de estratégias para sua superacdo, e consequentemente, entrando em um
ciclo de solugcdo. Os passos que fazem parte do ciclo de solu¢do de problemas sdo os
seguintes: (PRETZ, NAPLES, STERNBERG, 2003, pp. 3 e 4):

1) Reconhecer ou identificar o Problema: neste passo inicial, existe uma andlise
preliminar da situagdo para saber, de fato, se temos um problema a ser
resolvido ou se € uma situacdo ja resolvida; caso seja um problema, seguimos
para o préximo passo;

2) Definir e representar o problema mentalmente: com a identificacdo de que
temos um problema, procuramos definir e representar com a finalidade de

compreender qual exatamente € nosso problema;
84



3)

4)

5)

6)

7)

Desenvolver a estratégia da solucdo: para este passo, sao sugeridos caminhos
para o levantamento de informagdes que o problema pode apresentar, sua
andlise, que é o desmembramento da totalidade de um problema complexo
para elementos mais simples, e a complementagao do processo, que € a sintese,
constituindo o agrupamento de varios elementos que possam trazer resultados
uteis. Também € sugerido outro par de estratégias, o pensamento divergente,
que € o processo de articular diversas solugdes possiveis para posteriormente
aplicarmos o pensamento convergente, cuja finalidade é transformar as
diversas possibilidades em uma solucao razodavel,

Organizacdo do conhecimento sobre o problema: com as informagdes
coletadas em seguida, parte-se para a organizacao dos dados, com a finalidade
de buscar uma articulacdo entre as informagdes, tracando um caminho da
resolucao do problema;

Alocar os recursos mentais e fisicos para resolver o problema: este passo esta
relacionado a verificagdo do tempo, ao esforco, ao dinheiro empregado para
esse fim etc. Um ponto a ser destacado € a utilizacdo dos recursos mentais,
essenciais para o planejamento e a elaboracdo de estratégias de resolucao de
problemas, nos quais a serem utilizados com mais eficiéncia leva a um esforco
menor para a conclusio do problema;

Monitore o seu progresso em direcdo ao objetivo: estd relacionado a uma
andlise constante do percurso escolhido para resolver o problema, verificando
a sua viabilidade;

Avalie a solucdo: apds chegar a solucao possivel do problema, uma avaliacao

€ essencial para identificar se, realmente, o problema foi resolvido.
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Figura 6 - Ciclo de Solucdo de Problemas
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Fonte: Sternberg e Sternberg (2017)

Ressaltamos que os passos dos ciclos ndo seguem uma ordem estrita. Na maioria
das situacdes, existe a flexibilizacdo dos passos, que podem até mesmo acontecer de
forma simultinea. A solucdo bem-sucedida de um problema pode acontecer
independentemente de uma ordem, existindo a possibilidade de avangar ou retroagir nas
nossas decisoes, além de outras varidveis que podem contribuir ou ndo para a solu¢do do
problema, como, por exemplo, a influéncia de nossas emog¢des a resolver um determinado
problema (PRETZ; NAPLES; STERNBERG, 2003).

Segundo Sternberg e Sternberg (2017), os problemas podem ser classificados em
dois tipos: os bem estruturados e os mal estruturados. Os problemas bem estruturados,
também chamados de bem definidos, sdo dos tipos cujo caminho ou procedimento para
chegar a sua solugdo ja conhecemos, como, por exemplo: calcule o valor da drea do
quadrado ou determine os zeros da seguinte fun¢io f(x) = x2 + 5x — 1.

Este tipo de problema tem uma presenca marcante nas escolas, principalmente nas
aulas de Matematica, nas quais os alunos sao levados a responder listas de exercicios com
o mesmo procedimento de resolu¢do. Alguns estudos da Psicologia Cognitiva t€ém um
tipo de problema bem definido denominado “problemas em movimento”, pelo fato de
existir um nimero de movimentos para soluciond-los, como por exemplo: o problema da
travessia do rio entre os orcs € os hobbits. Neste problema existe um unico barco de trés

lugares que deve atravessar os trés hobbits e os trés orcs que estdo na mesma margem
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para a outra margem do rio, sabendo-se que a quantidade dos orcs ndo pode ser maior que
a quantidade dos hobbits dentro do barco e nas duas margens do rio, com a consequéncia
de os hobbits serem devorados pelos orcs’’.

Existem outras versdes deste problema com anjos e diabos, ovelhas e lobos etc.
Este tipo de problema tem um procedimento de solugdo linear, fazendo com que o
individuo siga etapas sequenciadas na sua solu¢do. Uma das dificuldades que pode nele
existir € no momento em que se revela a incapacidade de superar uma das etapas,
existindo uma paralisa¢ao da resolu¢do do problema.

Este ¢ um método de pesquisa geralmente aplicado para analisar a solucdo dos
problemas bem definidos e cuja finalidade é entender melhor como os seres humanos
resolvem problemas semelhantes.

Entre o estado inicial e o estado de meta de um determinado problema existe o
espaco do problema, que é o levantamento e a testagem de todos os procedimentos e
estratégias possiveis. Sternberg e Sternberg (2017) destacam duas estratégias: o
algoritmico, que € caracterizado por um conjunto de procedimentos repetitivos que
seguem uma ordem linear na resolu¢do do problema; este tipo de estratégia € bem
reproduzido pelos programas de computadores, que conseguem realizar muitos cédlculos
em pequenos espagos de tempo, diferentemente do ser humano, que tem uma limitacao
mental e fisioldgica para tanto. No caso dos humanos, ao tentarem resolver determinados
problemas, muitas vezes utilizam as chamadas estratégias heuristicas, que sdo “estratégias
informais, intuitivas e especulativas que conduzem, algumas vezes, a uma solugdo eficaz
e, outras vezes ndo”. Elas podem ser caracterizadas como atalhos de resolucdes que o ser
humano utiliza para resolver um determinado problema. As heuristicas podem ser do tipo:
andlise de meios-fins; avangar; retroagir; gerar e testar’® (STERNBERG e STERNBERG,
2017, p. 385).

A representacdo dos problemas bem definidos ¢ um ponto estudado pela
Psicologia Cognitiva, e traz questionamentos de como problemas semelhantes podem ser
resolvidos pela mesma pessoa, de formas diferentes. Sternberg e Sternberg (2017) ilustra
esta situacdo comentando sobre problemas isomorficos com a mesma estrutura formal de
resolugdo e conteudo diferente. Um exemplo disso € o problema da travessia dos orcs e

dos hobbits, com o problema da travessia dos anjos com os diabos. A estrutura de

57 Para a visualizagio do problema, ver Sternberg e Sternberg (2017, p. 384).
58 Para saber mais sobre os tipos de heuristicas, ver Sternberg e Sternberg (2017, p. 386).
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resolucdo dos problemas é a mesma, mas com um formato de conteido e contexto
diferente. Outro exemplo é quando resolvemos problemas que buscam determinar as
raizes reais de uma equacdo de segundo grau, quando, geralmente, € utilizada a férmula
de Baskara para sua resolucao, porém a apresenta¢ao do problema pode ser diferente em
outras situacdes de ensino.

Existem outros de jogos e desafios que se enquadram em tipos de problemas bem
definidos e que sdo utilizados para compreender como os seres humanos pensam em
determinadas situagdes simuladas ou reais, nos quais contribuem para as suas analises.
No caso dos problemas mal estruturados, também chamados “problemas mal definidos”,
eles ndo apresentam, inicialmente, um percurso para serem solucionados, nem uma
solucdo aparente. Diferentemente dos problemas bem definidos, nos quais os caminhos
para solucionar os problemas sdo claros, nos mal definidos as etapas e o processo de
solucdo sao construidos, podendo até ndo existir uma unica solu¢io, mas solucoes viaveis.

Pela sua representacdo variada e de possiveis solucdes alternativas, existe a
necessidade de avaliar os caminhos possiveis de solu¢do e escolher um, justificando a sua
escolha. Um exemplo de problema mal definido pode ser o seguinte: Uma mulher que
morava em uma cidade pequena casou-se com 20 homens nessa mesma cidade. Todos
ainda est@o vivos e ela nunca se divorciou de nenhum deles. Apesar da situacdo, ela ndao
infringiu a lei. Como fez isso?>’

Segundo Sternberg e Sternberg (2017. p. 390), os problemas mal definidos
também podem ser considerados problemas de insight®’, para os quais se deve ter um
olhar diferenciando, pelo fato de existirem alternativas de resolucdo diferentes dos
habituais. No caso, “€ necessario reestruturar a representagdo do problema para
soluciond-lo”.

Os insights surgem durante a resolugdo dos problemas propostos € sdo
responsaveis pelo andamento das resolucdes, contribuindo para a consolidagdo dos
conceitos abordados. Podem ser relacionados a momentos subitos ou especiais na

resolucdo de um grande ou pequeno problema, mas também sdo consequéncias de muito

3 Problema retirado de Sternberg e Sternberg (2017, p. 389).
% Em inglés, significa <<viso interior>>. Os representantes da Psicologia da Gestalt designam assim uma
espécie de iluminacdo intelectual, instantanea, global e direta. Trata-se de uma <<intuicdo>> que pode
aparecer tanto no animal como no homem. E pelo insight que se explica a inteligéncia prética dos animais
superiores, por exemplo a experiéncia de Kohler com o seu chimpanzé Sultan (REIMAO; MADUREIRA;
MUNOZ, 1978, p. 313).
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esforco e estudo, podendo ser graduais e incrementados no decorrer do tempo, nos quais

também podem surgir problemas bem definidos.

Eu defino insight como "um entendimento". O insight pode se referir,
por exemplo, ao entendimento de um mecanismo, uma analogia, um
principio indutivo ou uma reconceitualizagcdo. Por essa definicdo, o
insight pode ser adquirido de varias maneiras, incluindo uma aquisi¢ao
incremental de conhecimento ou através da realizacdo repentina de uma
ideia” (SMITH, 1996, p. 232, tradugdo nossa).®!

Os insights foram estudados pelos psicélogos gestaltistas®?, os quais ressaltam
que, para a sua solu¢c@o, um problema deve ser visto e compreendido na sua totalidade.
Sternberg e Sternberg (2017), baseado nos estudos de Max Wertheimer, cita os
pensamentos produtivo e reprodutivo que envolvem os insights. O pensamento produtivo
supera as associacdes existentes dos conceitos abordados, ndo se constituindo em um
pensamento linear, enquanto o pensamento reprodutivo consolida as associacdes
existentes, seguindo, na maioria das vezes, um pensamento linear. A neurociéncia
também realiza estudos analisando os insights em determinadas situagdes: utiliza a
ressonancia magnética funcional para observar as atividades celebrais; e os
eletroencefalogramas, para identificar a rapidez da atividade de alta frequéncia durante
0s insights.

Para representar o processo do estado inicial até o estado de meta, nos quais os
problemas mal definidos e os bem definidos se encontram juntamente com os insights,

utilizaremos a figura 07:

1 "Insight 1 define as "an understanding." Insight can refer, for example, to understanding a mechanism, an
analogy, an inductive principle, or a re-conceptualization. By this definition, insight can be acquired in a
variety of ways, including an incremental acquisition of knowledge or via a sudden realization of an idea”
(SMITH, 1996, p. 232).
62 Gestalt ou Psicologia da Forma, nascida da reflexdo fenomenoldgica sobre o <<vivido>>, esta doutrina
apoia-se em experiéncias irrefutaveis relativas a percep¢do nos animais € no homem. Verifica que um
elemento muda de significacdo conforme esteja colocado em tal ou tal conjunto: a mesma figura num
quadro diferente ndo parece idéntica a ela mesma. A Psicologia da Forma afirma, em seguida, que o todo é
percebido antes das partes que o constituem: uma melodia é ouvida sem que se tenha consciéncia das notas
que a compdem; pode-se transpd-la sem que o seu cardcter proprio seja alterado (REIMAO; MADUREIRA;
MUNOZ, 1978, p. 272 - 273).
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Figura 7- Representag¢do do Estado Inicial ao Estado de Meta
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Fonte: préprio autor (2019)

Ressaltamos que essa representacdo ¢ um resumo do processo da resolucao de um
problema, o qual pode se repetir vdrias vezes, em um mesmo problema, dependendo de
sua caracteristica e do caminho tomado para a sua solu¢do. No processo, estdao incluidas
as estratégias de resolugdo, como as algoritmicas e as heuristicas, podendo ser utilizadas
nos problemas bem definidos ou nos problemas mal definidos, nos quais os insights
podem acontecer.

Durante a resolu¢do de problemas, alguns obstdculos podem surgir, ocasionando
interpretacOes erroneas, caminhos equivocados ou a paralisacdo da resolucdo. Um dos
fatores que podem prejudicar a resolucio de um problema € a configuracdo mental
realizada pelo individuo, na qual se constréi uma estrutura mental para representar o
problema em seu contexto, como também o seu procedimento de resolucao.

A configuracdo mental também pode ser chamada de entrincheiramento, no qual
o individuo fica entrincheirado em uma configuragdo mental fixa de resolucao, por ter
realizado vdrios problemas anteriores com o mesmo procedimento, dificultando uma
mudanca de estratégia ao se deparar com um tipo problema que necessite de
procedimentos diferentes de resolugdo dos anteriores.

Outra configuracdo mental € a fixagdo funcional, que é a incapacidade de

compreensdo de algo que possui uma fungdo especifica na utilizacdo de outras funcodes,
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dificultando a utilizacdo de conceitos antigos em problemas novos. Os esteredtipos
também sdo considerados uma configuracio mental, caracterizados pelas crengas
apresentadas por membros de grupos sociais e relacionados a certas caracteristicas, como,
por exemplo: 0os meninos sabem mais Matemadtica que as meninas; a Matematica € pronta
e acabada; todos os problemas de Matematica sdo complicados (STERNBERG e
STERNBERG, 2017).

A fixacdo funcional e os esteredtipos, sdo configuracdes mentais presentes em
muitas situagdes reais ou ndo, que podem prejudicar o andamento de qualquer resolugdo
de problemas.

Sternberg e Sternberg (2017) comenta sobre os tipos de transferéncias®?
relacionadas as configuracdes mentais que focam em determinados tipos de problemas
ou nas estratégias de resolugdes. Uma das transferéncias é a negativa, acontecendo
quando a experiéncia negativa de resolver um problema anterior € transferida para outro
problema, dificultando a sua resolugdo.

Outra situacdo € caracterizada quando a configuracdo mental € transferida para a
resolucdo de outro problema, facilitando a sua resolucdo. Neste caso, temos a
transferéncia positiva. Por udltimo, hd a transferéncia de analogias, relacionada a
capacidade de transferir configuragdes mentais construidas em problemas anteriores ja
resolvidos para resolver outros problemas semelhantes. Esse processo € bem utilizado nos
problemas matemaéticos nos quais as estratégias de resolucao de problemas ja resolvidos
sdo utilizadas em novos problemas; esse tipo resolugdo € caracterizado como solugdo de
problema andlogo®. A importincia das transferéncias de analogias “ndo é a similaridade
do conteiido, mas quio proximos seus sistemas estruturais de relacdo estdo para se
igualarem” (STERNBERG e STERNBERG, 2017. p. 399).

Um processo importante na resolugdo de problemas € a incubacdo, que trata do
pensamento ou reflexdo do problema por um tempo ou um por periodo determinado ou
ndo, com a finalidade de diminuir o efeito da transferéncia negativa. A incubagdo € uma
“quebra na resolugdo do problema que permite que as fixagdes improdutivas se

enfraquecam e que as associagdes mais uteis surjam (DAVIDSON, 2003, p. 162, tradug¢ao

6 A transferéncia diz respeito ao aproveitamento do conhecimento ou as habilidades relacionadas a
determinadas situacdes problematicas para outras (STERNBERG; STERNBERG, 2017, p. 396).
6 Para saber mais. ver Novick e Holyoak (1991).
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nossa)®>. A incubagado pode ser durante o sono, nas atividades didrias, nos passeios, isto
¢, em momentos em que o individuo ndo pense no problema diretamente, sendo
processado no subconsciente.

Outros elementos estudados pela Psicologia Cognitiva sdo importantes na
resolucao de problemas. Um deles € a expertise, que significa “habilidades ou realizagdes
superiores que refletem uma base de conhecimentos bem desenvolvida e organizada”. A
expertise esté relacionada ao acimulo e a organizagdo de experiéncias de conhecimentos
adquiridos pelo individuo, as quais podem superar as dificuldades e gerar novas
estratégias de resolucdes de problemas.

Outro elemento, ainda, ¢ a criatividade, que pode ser definida “em termos globais
como o processo de produzir algo que seja original e valido ao mesmo tempo”, estando
presente nas criacoes das obras, nas diversas descobertas e nas solugdes de problemas
(STERNBERG e STERNBERG, 2017. p. 402 e 411).

O ciclo de solugdo de problemas pode ser aplicado nos problemas bem definidos
ou mal definidos. Nos bem definidos, podemos ter os problemas de movimento, nos quais
os algoritmos e as heuristicas sdo estratégias que podem ser utilizadas na busca de sua
resolucao, como também os problemas isomorficos, aplicados em pesquisas da Psicologia
Cognitiva.

Os problemas mal definidos sdo considerados mais dificeis de serem
solucionados, por ndo apresentarem, de inicio, um procedimento de resolucdo conhecido;
em seus varios momentos de resolucdo, podem acontecer geralmente insights. As
dificuldades e os auxilios na resolucdo de problemas sdo destacados, como as
representacdes mentais e seus tipos de transferéncias, que estio presentes ou sio aplicados
em qualquer tipo de problema. Ressaltamos que nem todos os elementos apresentados
irdo fazer parte de nossa andlise, mas a sua apresentacdo torna-se necessdria para uma

compreensdo do ciclo de solucdo de problemas.

65 "a break in problem solving allows unproductive fixations to weaken and more useful associations to

surface"(DAVIDSON, 2003, p. 162).
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2.5. O Percurso de Estudo e Pesquisa e o Ciclo de Solucao de Problemas

Nas aulas de Matematica, ¢ comum os professores recorrerem a problemas que
possibilitem os alunos a mobilizarem o maior nimero de conceitos matematicos
possiveis, muitas vezes buscando uma situacdo real ou préxima da realidade, com a
intencdo de articula-los ou relaciond-los com conhecimentos de outras areas.

O Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP) e o Ciclo de Solucao de Problemas (CSP)
apresentam estas caracteristicas nos seus contextos tedricos e praticos, constituindo em
areas de pesquisa que podem contribuir, de maneira efetiva, para o processo de ensino e
aprendizagem da Matemadtica. Inicialmente, apresentaremos algumas pesquisas
académicas que buscaram relacionar a Teoria Antropolégica do Didatico e a Psicologia
Cognitiva no campo do ensino da Matematica, com a finalidade de fazer uma minima
contextualiza¢do da aproximagdo dessas duas dreas, e, consequentemente, as possiveis
relagdes entre o PEP o ciclo de solugdo de problemas, justificando e apresentando alguns
elementos tedricos que fardo parte da anélise de nossa pesquisa.

Comecamos pela pesquisa de Fonseca e Barros (2016), que analisou a transi¢ao
do ensino das nog¢des de fungdes trigonométricas do Ensino médio para o ensino superior,
no Brasil e na Francga, utilizando, para a sua andlise, a TAD e a neurociéncia cognitiva. A
andlise da pesquisa foi realizada em duas partes: a primeira analisou os documentos
oficiais do sistema de ensino, as macroavaliagdes e a organiza¢do matematica dos livros
didéticos dos dois paises, observando os objetos ostensivos e ndo ostensivos. Na segunda
parte, foram analisadas atividades da disciplina de Célculo I aplicadas a estudantes do
nivel superior de ambos os paises, com a finalidade de identificar os niveis de
funcionamento do conhecimento® e a possibilidade de existéncia da memdria de longo
prazo. A pesquisa concluiu que a transi¢do do ensino médio para o ensino superior do
ensino das nocdes de fungdes trigonométricas acontecem de modo diferente nos dois
paises: de forma lenta no Brasil e média, na Franca, pelo fato de existir uma ruptura no
processo de transicdo motivada pela mudanca de técnicas de um nivel para outro, sem

estarem fundamentadas pelo mesmo discurso tecnolégico, influenciando negativamente

% Qs niveis do funcionamento do conhecimento podem ser compreendidos como um conjunto de
ferramentas desenvolvidas por Aline Robert para constituir uma andlise epistemoldgica e didatica e, com
isso, organizar a hierarquia dos conhecimentos matematicos que serdo apresentados aos alunos, tanto do
ensino médio como os do ensino superior (FONSECA; BARROS, 2016, p. 7).
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o processo de transi¢do. A pesquisa ressaltou a importancia da articulagcdo da TAD com
a Neurociéncia Cognitiva, possibilitando a construcdo de elementos analiticos para
responder a questdo de pesquisa.

O estudo de Quintana (2005), parte da questdo levantada por Georg Pélya (1957)
relaciona as dificuldades que os alunos apresentam na resolu¢do de problemas
matematicos e cita algumas figuras histéricas que contribuiram para a discussdo na
aplicacdo da resolugdo de problemas, tais como: Socrates (469aC-399aC); René
Descartes (1596-1650); e John Dewey (1859 — 1952).

Também ressalta o papel da Psicologia Cognitiva desenvolvida pela escola
Gestaltica, destacando o insight e algumas propostas de procedimento na resolucio de
problemas: a proposta de Graham Wallas, baseada na introspec¢do; a de Richard E.
Mayer, que destaca os tipos de pensamentos cognitivos na resolu¢do de problemas; e as
etapas de resolu¢do de problemas propostas por Georg Polya.

A sua pesquisa teve o objetivo de analisar como melhorar as instrugdes
matemadticas para facilitar a capacidade dos alunos na resolucio de problemas
matematicos. Inicialmente, o estudo realizou uma pesquisa das dificuldades apresentadas
pelos alunos e relacionadas a resolu¢do de problemas matematicos, constatando a
importancia da metacogni¢do no processo, até chegar na solugao.

Em seguida, foi elaborado um modelo de resolu¢des de problemas matematicos
com a inten¢cdo de diminuir as dificuldades dos alunos relacionadas no processo de
resolucao, utilizando e desenvolvendo um percurso de estudo e pesquisa como referéncia
metodoldgica. A questdo geratriz no qual o PEP se baseava tratava da comparagdo de
tarifas telefonicas de celulares utilizadas no pais pesquisado. Para a sua anélise, utilizou
a TAD e os niveis de conhecimento metacognitivos, que permitiram descrever alguns
desses aspectos presentes na completude crescente das praxeologias matematicas.

A pesquisa destaca a eficiéncia do PEP relacionado a resolu¢@o de problemas no
processo de ensino e aprendizagem da Matemadtica, o qual proporciona um aumento e
uma ampliacdo dos processos metacognitivos, fazendo com que os alunos tenham uma
maior liberdade e autonomia nas resolugdes dos problemas.

Em seguida, temos a pesquisa de Cavalcante (2018), que caracterizou o lugar do
sujeito cognitivo na TAD ao se estabelecer um sistema diddtico no ensino de
probabilidade na Licenciatura em Matematica, tomando por base para esta caracteriza¢io

a aprendizagem situada.
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Foram analisados os textos de Chevallard e os textos da antropologia social de
Jean Lave, Etiene Wengel, Marcel Mauss e Mary Douglas, alicercados nas nocoes
fundamentais da TAD, e que estabeleceram uma discussdo tedrica fundamentada sobre
a sua dimensao psicoldgica, como também possibilitou a construcdo de categorias para a
andlise da pesquisa, fortalecendo elementos tedricos para uma aproximagao com a TAD.

A pesquisa foi realizada com alunos de um curso de Licenciatura em Matematica,
na qual foi construido um processo empirico de observacgdo participante, para analisar o
funcionamento do sistema didatico em torno do ensino da probabilidade. Para
complementar as andlises foram utilizadas as nocdes do contrato didético, no sentido de
identificar, nos sujeitos envolvidos, as dificuldades, os obstaculos didéticos e as possiveis
relagdes cognitivas com a probabilidade.

A pesquisa desenvolveu uma proposta de modelo epistemoldgico de referéncia
(MER) direcionada para a formacao de professores de Matemaética no que diz respeito ao
ensino da probabilidade, ressaltou a existéncia do sujeito cognitivo na TAD, caracterizada
pelo efeito de uma dissonancia® entre os discursos internos e externos presentes nas
instituicdes que fazem parte da licenciatura de matematica, e por ultimo, prop0s trés
niveis de analise da dimensdo cognitiva presente na TAD: 1) dimensao institucional, que
corresponde a andlise do contexto situado; 2) andlise do funcionamento do sistema
didéatico como uma pratica social onde se encontra o didatico e o cognitivo, de forma
densa; 3) dimensdo pessoal, que se materializa através da analise da participacdo e do
engajamento dos sujeitos das instituigoes.

Além da existéncia de outras pesquisas que abordam, conjuntamente, a TAD e as
teorias da Psicologia Cognitiva, os trabalhos de Fonseca e Barros (2016), Quintana (2005)
e Cavalcante (2018) apresentadas anteriormente, trazem elementos que convergem para
uma aproximacao das duas dreas, nas quais se fortalecem as anélises e que proporcionam
uma visdo mais detalhada do processo de ensino e aprendizagem dos conceitos
matematicos, possibilitando, também, uma reflexdo relacionada a formacdo de

professores de Matematica.

67 No funcionamento do sistema diddtico nas institui¢cdes de ensino, essas interferéncias podem se traduzir,
para nés, como dissondncias no discurso institucional. A dissondncia institucional ocorre quando as
disparidades entre discursos e praticas institucionais agem como restricdes explicitas ou ndo no
funcionamento dos sistemas didaticos. Dizemos que essas dissondncias, tendo origem no contrato
institucional, interferem na formacdo dos contratos didaticos que se formam na institui¢do
(CAVALCANTE; BRITO LIMA; ANDRADE, 2018, p. 205).
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2.5.1. Os Passos do Ciclo da Soluciao de Problema e a TAD

Direcionaremos a nossa discussao para a anélise das relacdes tedricas entre o ciclo
de solugdo de problemas (CSP) e a TAD, como também utilizaremos alguns elementos
do contrato diddtico para complementar a nossa discussdo. Para destacar as possiveis
relagdes, iremos discutir cada passo proposto no CSP, levantando os pontos pertinentes
da nossa pesquisa.

No primeiro passo, temos a identifica¢do do problema, o qual podemos relacionar
com o primeiro encontro do aluno com a questdo geratriz (Qy). Apesar de o primeiro
passo do ciclo de solu¢do de problemas indicar que o individuo tem que identificar se
existe ou ndo um problema a ser resolvido, geralmente, na aplicacdo do PEP, a questao
geratriz € apresentada como um problema existente, excluindo a possibilidade de anélise
da existéncia ou ndo de um problema pelo aluno.

Neste momento, pode ser estabelecida uma regra de contrato didético
(BROUSSEAU, 1996) pelo professor, que se caracteriza na apresenta¢dao de um problema
aos alunos, que terdo que resolvé-lo, como também de uma regra de contrato didatico
estabelecido pelos alunos que recebem o problema para ser resolvido. Outra questdo a ser

destacada, nesse primeiro passo, € a quebra do contrato diddtico no que diz respeito a

(1133 9999

apresentacdo da questdo geratriz, a qual deve ser “““viva”” para a comunidade de estudo
e cuja resposta ndo aparece diretamente acessivel”’(BOSCH; GASCON, 2010, p. 84),
ocasionando uma outra forma de apresentacio do problema, diferentemente dos
apresentados corriqueiramente nos livros e textos de ensino.

Na sua maior parte, a questdo geratriz € representada por problemas
contextualizados, abordando temas que fazem parte do cotidiano dos alunos ou problemas
que mobilizem temas variados, como também problemas sem a identificagcdo inicial da
solucdo e dos conteidos matemdticos abordados, neste caso relacionados com os
problemas mal definidos (STERNBERG; STERNBERG, 2017), ndo apresentando
inicialmente uma solucdo do problema.

O segundo passo trata da defini¢do do problema. Destacamos que, neste momento,
torna-se necessdrio que aconteca o processo de devolugdo (BROUSSEAU, 1996), pelo
fato da possibilidade de o aluno iniciar as constru¢des de suas configuracdes mentais
(STERNBERG; STERNBERG, 2017) da resolucdo da questdo geratriz, ocasionando a

sua aceitacdo do problema, o que o torna responsdvel pela sua resolugdo. Outro elemento
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importante a ser destacado € a situacdo fundamental (BROUSSEAU, 1986), que deve
estar presente nos dois primeiros passos, com a essencial funcao de ser um dos elementos
para constituir o sistema didatico S(X;Y; Qp) e para uma continua¢do do processo de

ensino idealizado inicialmente pelo professor.

Figura 8 - Relacdes Existentes entre o Primeiro e Segundo passos do CSP

[ Problemas Mal Definidos ]
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Fonte: Sternberg e Sternberg, (2017), adaptado pelo autor.

Ressaltamos que o processo de devolucdo e a situagdo fundamental ndo estio
presentes exclusivamente nos dois primeiros passos do CSP, mas podem acontecer nos
demais passos repetidamente. A nossa op¢ao de representa-las nos dois primeiros passos
estd relacionada a sua presenca marcante e essencial no inicio do processo da aplicagcdo
do PEP.

No passo 3, temos a formulacdo ou o desenvolvimento da estratégia de resolugao,

a qual apresenta como alternativa dois caminhos: o primeiro se inicia no momento da
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andlise, e, consequentemente, vai até o momento da sintese; o segundo parte do
pensamento divergente para o pensamento convergente. Ao utilizarmos o momento da
andlise na resolucao do PEP, podemos fragmentar a questdo geratriz em outras questdes
menores, isto é, estamos gerando questdes derivadas. Parra, Otero e Fanaro (2013, p. 850)
comentam que “os PEPs sdo gerados por uma pergunta Q viva e rica, com forte poder
gerador, denominada “pergunta geratriz”, isto €, capaz de impor numerosas perguntas
derivadas” (tradugio nossa)®®.

Ao desmembrar a questio geratriz em outras questdes derivadas, partimos para a
sintese, que é o agrupamento de elementos que podem contribuir para a resolu¢do das
questdes derivadas. No caso, temos os tipos de tarefas e técnicas utilizadas em outros
problemas semelhantes que podem apresentar equipamentos praxeoldgicos necessarios
para a resolucdo.

Na segunda alternativa de resolucdo, iniciamos pelo pensamento divergente, o
qual € mobilizado um estudo de vérias solugdes possiveis, podendo acontecer o processo
de fragmentacio da questdo geratriz (CHEVALLARD, 2007) como uma das alternativas,
e, consequentemente, mobilizando todos os elementos necessdrios para a sua resolugao;
no caso, os tipos de tarefas (T) e técnicas (1) (CHEVALLARD, 2007a, 2007b; BOSCH e
GASCON, 2010; BON; CASAS; BOSCH; GASCON, 2009).

®8 Los REI se generan por una pregunta Q viva y rica con un fuerte poder generador, denominada pregunta
generatriz, es decir, capaz de imponer numerosas preguntas derivadas (PARRA; OTERO; FANARO, 2013,
p. 850).
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Figura 9 - Representacdo do Processo de Resoluciao do PEP pelo terceiro passo do Ciclo de Solugdo de
Problemas
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_______________________ ()
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Fonte: préprio autor (2019)

A Imagem 09 representa a relacdo construida entre as estratégias sugeridas no
Passo 3 do CSP, com a questdo geratriz e suas derivadas. No caso, qualquer das duas
estratégias apresentadas levam a fragmentacdo da questdo derivada, mobilizando no
processo tipos de tarefas, técnicas fundamentadas pelas suas tecnologias e teorias.

No passo seguinte do CSP, temos a organizagdo das informacdes coletadas. Este
Passo acontece quase que conjuntamente com o Passo 3. Neste momento, as informagdes
sdo organizadas para buscar uma articulacao entre si, com a finalidade de determinar o
caminho a ser utilizado na resolu¢do da questio. Existe uma relacdo direta com o modelo
epistemoldgico de referéncia (MER) no qual o PEP se fundamenta para aplicar uma
complexidade crescente nas organizacdes matematicas (BOSCH; GASCON, 2010;
LUCAS, 2015), contendo os tipos de tarefas, as técnicas, as tecnologias e as teorias que
fazem parte do modelo. Esta relacdo acontece na medida em que o aluno organiza as suas
informacgdes para iniciar a sua resolugdo, a qual podemos comparar com o levantamento
dos equipamentos praxeoldgicos disponiveis, realizando, simultaneamente, um
monitoramento dos caminhos escolhidos para realizar as suas resolucdes, existindo uma
ligacdo direta com o Passo 6 do CSP. O MER tem uma influéncia considerdvel nas

escolhas e decisdes tomadas pelos alunos ao tentarem resolverem a questdo geratriz, pelo
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fato de o PEP estar fundamentado pelo MER, como também por possibilitar ao professor
vigilancias e intervencdes fundamentadas.

No Passo 5, acontece a alocagdo de recursos necessarios para resolver o problema.
Ele é desenvolvido simultaneamente com o Passo 3, isto €, no momento em que a
estratégia estd sendo formulada ou construida, os recursos estdo sendo coletados e
organizados através de suas configuragdes mentais (STERNBERG; STERNBERG,
2017), utilizando suas anotagdes, seus registros nos livros e textos de ensino, e outras
informacdes coletadas através de outras fontes de pesquisas, como, por exemplo, nas
fontes confidveis da internet. Como nos passos 3 e 4, a presenca dos blocos praticos e
tedricos que formam as praxeologias estdo presentes fundamentando as decisdes tomadas
pelos alunos.

Os passos 6 e 7 estdo relacionados a0 monitoramento da resolugdo escolhida pelo
aluno, para que se possa verificar se as escolhas das técnicas (t) para a resolugdo das
questdes sdo adequadas para a solu¢do do problema, como também se a verificacdo da
solucdo encontrada convém com a resposta esperada, no caso, a R ¥ Ressaltamos que
podem existir outras relagdes entre o PEP e a CSP, como as andlises dos momentos
didaticos (CHEVALLARD, 1997, 1999) e os niveis de codeterminacdo
(CHEVALLARD, 2001, 2004, 2007), porém estas possiveis relacdes nao serdo analisadas
nesta pesquisa, mas futuramente, por entendermos que os elementos apresentados até o
momento sdo suficientes para os nossos objetivos de pesquisa.

Diante de algumas relagdes apresentadas, chegamos a seguinte representacao:
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Figura 10 - Algumas Relagdes entre o PEP e o CSP

’ PROBLEMAS MAL DEFINIDOS ‘
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Fonte: Sternberg e Sternberg, (2017), adaptado pelo autor.

A Imagem 10 apresenta as relacdes existentes entre o PEP e o CSP, as quais
justificam a aproximagao tedrica entre as duas areas e os elementos que serdo utilizados
nas nossas andlises; também apresenta alguns elementos do contrato didatico que
contribuem para a aproximacao tedrica. Observamos que, a partir da apresentacdo da
questdo geratriz, pelo professor, se inicia o processo de resolucdo de problemas baseado
no CSP, no qual podem acontecer rupturas de contrato didatico ou mudangas no mesmo.

A situacdo fundamental e a devolugdo sdo elementos igualmente importantes nos
dois primeiros passos, podendo ocasionar uma articulacdo entre os blocos praticos e
tedricos das praxeologias presentes e desenvolvidas no processo, possibilitando o
monitoramento e a avaliagdo do caminho de resolucdo escolhida. Ressaltamos que o
processo do CSP € repetitivo durante a aplicacdo do PEP, fazendo com que se inicie pela
questdo geratriz e se repita pelas suas questdes derivadas, o que torna o processo ciclico

a partir do Passo 4.
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Figura 11 - Repeticdo do CSP na aplicacido do PEP
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Fonte: Sternberg e Sternberg, (2017), adaptado pelo autor.

A imagem 11 apresenta a repeticdo do CSP durante o desenvolvimento de
resolucdo da questdo geratriz. Observamos que, no momento em que o aluno segue para
o Passo 4, a questdo geratriz tem proporcionado uma geracdo de outras questdes
derivadas, na qual o processo do CSP tende a se iniciar novamente. No momento da
repeticdo, ndo existird possivelmente uma ruptura de contrato gerada inicialmente pela
questao geratriz, pelo fato de o aluno ja estar inserido no sistema didético e ter existido o
contato inicial com o tipo de problema representado pela @y, porém uma mudanca ou
adequacdo do contrato diddtico estabelecido pode existir no estabelecimento de cada
questao derivada.

Outro elemento importante que pode estar presente no desenvolvimento do PEP e
que faz parte do desenvolvimento do CSP sdo os insights (REIMAO; MADUREIRA;
MUNOZ, 1978; STERNBERG; STERNBERG, 2017), nos quais sdo os momentos de
resolucdo de um problema que possibilitam resolver situa¢des pontuais ou gerais. Os
insights sao necessdrios para o andamento ou a conclusdo do problema, e podem surgir
durante a articulagdo dos conhecimentos adquiridos pelo individuo. O PEP € aplicado e
desenvolvido tomando por base a complexidade crescente das organizagdes matematicas,
isto €, a partir de uma organizacdo matematica pontual (OMP), espera chegar a uma
organizacdo matemadtica local (OML), e, consequentemente a uma organizacao

matemadtica regional (OMR) e a uma organizacdo matematica global (OMG). Durante
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esse processo, podem existir um ou varios insights, que podem acontecer no momento de

mudanca de uma organiza¢do matematica para outra.

Figura 12- Representacdo do Estado Inicial ao Estado de Meta com as Organizacdes Matemadticas

Ciclo de Solugédo de Problemas e
as OrganizagGes Matematicas

Problemas mal Definidos

Estado
Inicial

Fonte: Préprio autor (2019)

A Figura 11 representa a evolugdo crescente das organizagdes matemaéticas
presentes no desenvolvimento do PEP, juntamente com o CSP, partindo do estado inicial
para o estado de meta, e apresentando, no processo, o possivel surgimento dos insights.

Smith (1996, p. 231) destaca que a pesquisa de R. W. Weisberg concluiu que “os

problemas de insights sao resolvidos por meio de um actimulo crescente de conhecimento
)69

(%

relevante para a solucdo” (tradu¢do nossa)””. Neste caso, ndés os relacionamos

[©N

complexidade crescente das organizacOes matemadticas, nas quais a sua evolugio
ocasionada pelo acumulo de técnicas de maneira articulada, de forma a promover um
aumento na compreensao das tecnologias e de suas teorias.

Os insights podem acontecer no momento da passagem de uma organizacao
matemadtica para outra, quando, por exemplo: o professor apresenta um problema o qual
pode ser resolvido por um sistema de equacdes do primeiro grau, porém o aluno ndo sabe,

inicialmente, que conceito matematico serd utilizado para a sua resolugao.

% “insight problems are solved via an incremental accumulation of knowledge relevant to the solution"

(SMITH, 1996, p. 231).
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No decorrer de suas tentativas, o aluno consegue representar parte do problema
em fungdes do primeiro grau, as quais podemos relacionar com uma OMP.
Consequentemente, o aluno, ao tentar resolver separadamente as fungdes sem relaciond-
las, ndo consegue evoluir na sua resolucdo, necessitando articular técnicas ja conhecidas
para resolver o problema. Com isso, depois de pensar durante um determinado tempo, ele
percebe que pode utilizar as técnicas de resolucdo de sistemas de equacdes do primeiro
grau’’. Neste momento, podemos dizer que ele teve um insight, além de encaminhar a

solugdo e evoluir para uma OML.

As estruturas cognitivas que representam as tentativas iniciais de
solucdo t€m em comum o fato de ndo produzirem solucdes satisfatorias
para os problemas; se conduzissem a solugdes, a reestruturacdo nao
seria necessdria para obter insight. Uma estrutura para resolver um
problema pode ser pensada como um plano, que usa um conjunto de
operagdes, e preve o tipo de solucio que serd produzida pelo plano. Os
planos podem variar em sua especificidade, mas até mesmo planos
vagos podem ser usados para atingir um tipo de objetivo esperado.
Proponho que a estrutura cognitiva revelada em uma experiéncia de
insight € aquela que ndo se encaixava em um plano anterior (SMITH,
1996, p. 234, tradugdo nossa)’’.

Ao exemplificarmos uma situagdo em que pode acontecer um insight, destacamos
que as informacdes anteriores sao importantes para evoluir na solu¢do de um problema.
No caso, ao propormos um PEP, a evolucao crescente das organiza¢des matematicas deve
considerar a compreensdo dos conceitos matemadticos de forma articulada e aumentando
de maneira progressiva a compreensdo dos conceitos, de maneira que promovam a
aprendizagem, ocasionando uma mudanga de contrato didatico por parte do professor e
de seus alunos.

Portanto, os elementos tedricos apresentado da TAD, do CD e do CSP, assim
como as suas possiveis articulacdes, discutidas anteriormente, foram utilizadas para

fundamentar a nossa analise dos dados coletados. Também com base nestas teorias €

70 No caso, pode utilizar o método da soma, o método da substituicdo ou 0 método da comparacio.

1 The cognitive structures representing initial solution attempts have in common the fact that they do
not produce satisfactory problem solutions; if they did lead to solutions, restructuring would not be
necessary to achieve insight. A structure for solving a problem can be thought of as a plan, one that uses
a set of operations, and it envisions the type of solution that will be produced by the plan. Plans may vary
in their specificity, but even vague plans can be used to attain an expected type of goal. I propose
that the cognitive structure revealed in an insight experience is one that did not fit an earlier plan
(SMITH, 1996, 234).
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nogoes, construimos uma proposta de Modelo Epistemolégico de Referéncia (MER) para
o ensino da nocdo de funcdo e elaboramos um PEP, aplicado em uma Licenciatura em
Matemitica da Educa¢do do Campo, com a finalidade de observar a formagdo continuada
do professor da disciplina Fungdes I e, ao mesmo tempo, verificar se o PEP promove

indicios de aprendizagem do conceito de fun¢do.
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Capitulo III: Proposta do Modelo Epistemolégico de Referéncia para o
Estudo do Conceito de Funcio para a Licenciatura em Matematica

Abordaremos neste capitulo, a nossa proposta do Modelo Epistemolégico de
Referéncia (MER) para a aplicacdo do conceito de fungdo a ser utilizado no curso de
Licenciatura em Matematica. Ressaltamos que nossa proposta deve ser aprofundada nos
aspectos tedricos e epistemoldgicos, como também, para outras modalidades de
licenciaturas em Matemadtica. Todavia, a proposta apresentada em nossa pesquisa torna-
se suficiente para o nosso objetivo. A proposta € voltada para aplicacido no estudo das
fungdes afim, quadréitica, exponencial e logaritmica, porém apresentaremos uma
preliminar, limitada ao estudo da nocdo de funcdo e da funcdo afim, a qual futuramente
iremos fundamentar para outras funcOes elementares. O objetivo é apresentar todos os
elementos que constituiram, inicialmente, a constru¢do do nosso MER, que serviu de

fundamentagdo para a o desenvolvimento e aplicacdo do PEP em nossa pesquisa.

3.1. O Conceito de Funcao

Apresentaremos uma discussao acerca do conceito de func¢do, com destaque para
alguns pontos historicos de sua formalizagdo; para a forma como esse conceito €
organizado e apresentado pelos documentos oficiais da educagdo brasileira; para as
dificuldades de ensino e aprendizagem levantadas por pesquisadores; para uma andlise
do conceito de fungdo e da fun¢do afim presentes num livro didatico utilizado nos cursos
de Licenciatura em Matematica, com a finalidade de verificar as praxeologias presentes.

Estes pontos analisados foram utilizados para construir o Modelo Epistemolégico
de Referéncia (MER) que fundamentou o nosso Percurso de Estudo e Pesquisa e que esta
direcionado para a compreensdo da nocdo de funcio e da fungdo afim. Destacamos que,
por motivo de adequagdo a nossa pesquisa, as outras fungdes elementares, a exemplo das

quadraticas, exponenciais e logaritmicas, ndo tiveram as suas praxeologias analisadas.

3.1.1. Um Pouco da Histéria da Definicao do Conceito de Funcao

Neste topico sdo abordados alguns fatos histéricos relacionados a defini¢do do

conceito de fung¢do tal qual o conhecemos hoje e que estd presente nos livros didéticos de
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Matematica utilizados nas institui¢des de ensino brasileiras. Ressaltamos que se trata de
um breve histdrico, para dar ao leitor a ideia da evolugdo do referido conceito, com alguns
fatos que permearam a sua formalizacdo. A finalidade € apresentar o conceito de funcdo
como um processo de estudo, cooperacdo e discussdes até a sua formalizacdo, indo de
encontro a ideia de que um conceito matemadtico surge pronto no meio escolar. Esse
conceito também influencia a construcdo do Modelo Epistemoldgico de Referéncia
(MER), em cujo Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP) alguns elementos levantados foram
utilizados.

O conceito de funcao no decorrer do tempo sofreu mudancas, € sua compreensao
foi ficando mais ampla a medida que as contribuicdes de matemdticos foram sendo
incorporadas; consequentemente, a sua aplicacdo também foi expandida para novos
campos de estudos, a exemplo do Calculo Diferencial e Integral.

A nog¢do de func¢do foi utilizada implicitamente antes de sua formalizacdo no
século XVIII, passando por mudancas significativas até a sua representacio e aplicacao
atual. O primeiro a utilizar o nome “fun¢do” foi o matematico Leibniz (1646-1716), em
1673, para expressar qualquer quantidade a uma curva (EVES, 2004). Com o passar dos
anos, o matematico Jean Bernoulli (1667 — 1748) apresentou um conceito vago de fungdo
como “uma quantidade composta de qualquer modo de uma varidvel e constantes
quaisquer”. Consequentemente, Bernoulli, em uma tentativa de expressar a fun¢do por
uma notacdo, utilizou o ¢px para representa-la.

Os resultados das pesquisas de Bernoulli, no sentido de conceituar a nocdo de
funcdo, possibilitaram a outros matematicos ampliar e refinar a no¢cdo. Um desses
matematicos foi Euler (1707-1783), que definiu funcdo como ‘“qualquer expressdo
analitica formada daquela quantidade varidvel e de nimeros de quantidades constantes”.
A defini¢c@o apresentou limita¢do por ndo explicar o que € a expressdo analitica. Euler,
dentre as suas vdrias contribui¢des para a matemadtica, criou o simbolo f (x), utilizado por
nos, hoje, para representar uma Fun¢do (BOYER, 1996).

Na busca de aprimorar e superar as limitacdes conceituais de sua época, o
matematico Lejeune Dirichlet (1805-1859) apresentou a seguinte definicao de funcgao:

Uma varidvel € um simbolo que representa um qualquer dos elementos
de um conjunto de nimeros; se duas varidveis x e y estio relacionadas
de maneira que, sempre que se atribui um valor a x, corresponde
automaticamente, por uma lei ou regra, um valor a y, entdo se diz que
y € uma fungdo (univoca) de x. (EVES, 2004, p. 661)
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A defini¢ao de Dirichlet retira a necessidade de utilizar a forma de uma expressao
analitica em relagdo a x e y, incluindo a ideia de relacdo entre dois conjuntos numéricos.
Mas foi com a Teoria dos Conjuntos desenvolvida por Georg Cantor (1845-1918) que o
conceito de fung¢ado foi formalizado e ampliado, ndao limitando as relagdes s6 a nimeros,
mas a qualquer outro tipo de relagdo que possa existir entre objetos, obtendo-se a seguinte
defini¢ao:

Uma funcdo f é um conjunto qualquer de pares ordenados de
elementos, pares esses sujeitos a condi¢do seguinte: se (aq,b;) € f,
(az, by) € f e a; = ay, entdo by = b,. O conjunto de A dos primeiros
elementos dos pares ordenados chama-se dominio da fung¢do e conjunto
B de todos os segundos elementos dos pares ordenados chama-se
imagem da funcdo. Assim, uma funcdo € simplesmente um tipo
particular de subconjunto do produto cartesiano AXB (EVES, 2004, p.
661).

A defini¢do de fun¢do apresentada pela Teoria dos Conjuntos estd presente nos
livros didaticos de matemdtica e em muitos livros utilizados na formacdo inicial e
continuada dos cursos de Matematica. Podemos, nesse sentido, citar o livro de Calculo
de Stewart (2006, p. 12), que traz a seguinte definicao: “Uma funcdo f € uma lei a qual
para cada elemento x em um conjunto A faz corresponder exatamente um elemento
chamado f(x), em um conjunto B”.

O livro A Matematica do Ensino Médio (LIMA; CARVALHO; WAGNER e
MORGADO, 2004), produzido pela Sociedade Brasileira de Matemdtica (SBM) e
utilizado nos cursos de formagdo inicial e continuada de Matematica, utiliza a seguinte

defini¢ao:

Dados os conjuntos X, Y, uma funcdo f: X = Y (1é-se “uma funcdo de
X em Y”’) é uma regra (ou conjunto de instrugdes) que diz como associar
a cada elemento x € X um elemento y = f(x) € Y. O conjunto X
chama-se dominio e Y é o contra-dominio da funcdo f. Para cada x €
X, o elemento f(x) € Y chama-se imagem de x pela funcédo f, ou valor
assumido pela fungdo fno ponto x € X. Escreve-se x — f(x) para
indicar que f transforma (ou leva) x em f(x) (LIMA; CARVALHO;
WAGNER; MORGADO, 2004, p. 38).

Notamos que esta ultima defini¢do € um pouco mais detalhada por figurar em um
livro adotado na formacao de professores de Matematica, definindo, também, o dominio

e a imagem de uma funcao.
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O livro didatico Fundamentos de Matematica Elementar, de lezzi e Murakami
(2004), € igualmente utilizado por alunos e professores nos cursos de Licenciatura em
Matemitica, nas disciplinas de Matematica Basica. O livro apresenta a seguinte definicao
de fung¢do: “Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, uma relacdo f de A em B recebe o
nome de aplicacdo de A em B ou funcio definida em A com imagens em B se, e somente
se, para todo x € A existeum s6 y € B, tal que (x,y) € f” (IEZZI; MURAKAMI, 2004,
p. 81). Ele apresenta uma definicdo menos detalhada em relacdo a defini¢dao anterior,
utilizando uma quantidade minima de notagdes.

As defini¢des de funcdo apresentadas no decorrer da sua histéria até sua
abordagem nos livros didaticos trazem a sua evolucdo conceitual e de aplicacdo na drea
da Matematica, assim como em outras areas de conhecimento. Percebemos, na sua
apresentacao nos livros didéticos, que existiu a necessidade de deixar a fun¢do mais
compreensivel para os alunos que estudam na educacao bésica, como também no ensino
superior, com a inten¢do de permitir a compreensao de sua importancia no campo da

Matemética. Segundo Eves (2004),

O conceito de funcdo permeia grande parte da matematica e, desde as
primeiras décadas do século presente, muitos matemadticos vém
advogando seu uso como principio central e unificador na organizagao
dos cursos elementares de matematica. O conceito parece representar
um guia natural e efetivo para a selecdo e desenvolvimento do material
de textos de matemdtica. Enfim, é inquestiondavel que quanto antes se
familiarize um estudante com o conceito de funcdo, tanto melhor para
a sua formacéo (EVES, 2004, p. 661).

Observamos que o conceito em estudo sofre mudancas no decorrer dos tempos,
partindo de uma nog¢do vaga até a sua formalizacdo com a Teoria dos Conjuntos. A esse
processo de constru¢do, muitos matematicos contribuiram, de maneira indireta e direta,
fazendo com que a ideia fosse expandida e a defini¢do refinada, consequentemente, dando
suporte a outras dreas de estudo da Matemadtica e ampliando a sua aplicacdo de maneira
pratica e tedrica. Neste sentido, a compreensdo da razdo de ser do conceito torna-se
importante para os estudantes de Matemdtica, a fim de aplicd-lo de maneira consciente,
seja para resolver problemas propostos pelo professor, seja para resolver problemas do
seu cotidiano.

O ensino de funcdo € baseado, em muitos casos, em livros didaticos de

Matemadtica da educacdo bésica e do ensino superior, 0os quais seguem orientagdes dos
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documentos oficiais da educacao brasileira. Discutiremos, a seguir, como os documentos
oficiais brasileiros orientam o ensino do conceito de func¢do e qual o seu papel no ensino

da Matematica no Brasil.

3.1.2. O Conceito de Funcao e os Documentos Oficiais Brasileiros

Uma das finalidades dos documentos oficiais da educagdo brasileira € orientar as
condugdes conceituais e diddticas das institui¢des de ensino, destacando os principais
pontos considerados essenciais no processo de ensino e aprendizagem. Dentre os
documentos, podemos citar os Parametros Curriculares Nacionais do ensino médio
(PCNps), o terceiro e quarto ciclo do ensino fundamental, as orientagdes curriculares para
o ensino médio, os pareceres do Conselho Nacional de Educacdo (CNE) e a recente Base
Nacional Comum Curricular (BNCC).

Iremos dar énfase a alguns dos documentos oficiais e faremos uma introducao
sobre o tema, observando as orientagdes estabelecidas para o ensino de funcdo.
Iniciaremos com os Parimetros Curriculares do terceiro e quarto ciclo do ensino
fundamental da 4rea de Matemadtica; depois, abordaremos a recente Base Nacional
Comum Curricular dos anos finais do ensino fundamental; em seguida, os pardmetros
curriculares do ensino médio, especificamente a Parte III, em que se encontra uma
discussdo sobre o conteido de funcdo; depois analisaremos as orientacdes curriculares
para ensino médio, na drea de ciéncias da natureza, Matemadtica e suas tecnologias; e, por
fim, vamos verificar o conceito de fun¢do na Licenciatura em Matemética.

A anélise desses documentos nos deu uma visdo das orientagdes curriculares do
conteddo de funcdo na educacdo bésica e no ensino superior, 0 que permitiu comprovar
a sua importancia conceitual em Matemdtica, como também na aplicacdo em outras areas
de conhecimento, compondo mais elementos a serem considerados na constru¢do do

nosso MER.
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3.1.2.1. Parametros Curriculares Nacionais para o Terceiro e Quarto Ciclo

Os Parametros Curriculares Nacionais para o terceiro e quarto ciclo, que,
atualmente, equivalem ao 6* ao 9* anos do ensino fundamental, sdo organizados em quatro
blocos de conteddos: nimeros e operacdes, espaco e forma, grandezas e medidas, e
tratamento da informacdo, no qual o conteido de fun¢do estd no bloco de nimeros e
operacdes. Segundo os Pardmetros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998), o bloco de
numeros e operagdes orienta que, no decorrer do ensino fundamental, o aluno percebera
o surgimento de diferentes nimeros e de seus significados, compreendendo a utilidade
histérica dos nimeros em resolver problemas. Ao estudar as operacdes, terd o
entendimento dos diferentes significados, e também terd essa compreensdo no estudo dos
tipos de calculos: exato, aproximado, mental e escrito. O contetdo de fungdo € discutido
a partir da Algebra, com vistas & generalizacdo de padrdes aritméticos, 2 relagdo entre
grandezas e a resolucao de situacao-problema, fazendo com que essa nogao seja utilizada
na interacdo com os outros blocos.

Recomenda-se que, no terceiro ciclo, os conceitos e procedimentos algébricos
sejam abordados de maneira introdutdria, a partir da nog¢do de varidvel e buscando
relacionar as expressdes algébricas a uma relacdo entre duas grandezas. No caso
especifico do conceito de funcio, existe uma abordagem introdutdria para a identificagdao
da sua principal finalidade na resolucdo de situagdes-problemas. No quarto ciclo, os
conceitos algébricos partem de ideias mais elaboradas na medida em que as
generalizagOes e representacdes matemadticas foram exploradas no ciclo anterior. Neste
caso, a Algebra torna-se fundamental para a compreensio de varidvel e sua relacio com
anocao de func¢do, explorando a representacao gréfica; e a resolucio de problemas utiliza
equacdes, bem como as suas regras.

Da mesma forma que na interagdo com os outros blocos, ¢ recomendado
relacionar a proporcionalidade, analisando as situacdes que sdo proporcionais € as que
ndo sdo proporcionais, observando a interdependéncia entre duas grandezas e explorando
os tipos de funcdes presentes nesse bloco: a funcdo afim e a quadrética. As funcdes
devem ser expressas por sentencas algébricas e no plano cartesiano (BRASIL, 1998).

Nos Parametros Curriculares Nacionais para o terceiro e quarto ciclo, a
compreensdo do conceito de fun¢do deve partir do entendimento inicial da nocdo de

varidvel e da relacdo entre grandezas, cabendo ao professor utilizar as resolucdes de
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problemas na aplicacdo e na consolidagdo do conceito, explorar as representacdes e

construcdes gréficas nas situacOes, relaciond-las aos conteidos dos demais blocos.

3.1.2.2. Base Nacional Comum Curricular do Ensino Fundamental

Outro documento que trata do ensino fundamental é a recente Base Nacional
Comum Curricular, que “¢ um documento de carater normativo que define o conjunto
organico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem
desenvolver ao longo das etapas ¢ modalidades da Educagdo Basica” (BRASIL, 2017, p
7). Este documento tem a funcdo de normatizar os principais conteidos a serem
trabalhados nos anos do ensino fundamental da educacdo bésica, em todo o territério
nacional.

Na drea de Matematica, a Base apresenta o conhecimento necessario para que os
alunos da educacdo bdsica se tornem cidaddos criticos na resolu¢do de problemas e no
entendimento das questdes sociais. Nao se limita o seu entendimento na quantificagdo,
mas se recomenda o estudo das incertezas ligadas aos fendmenos aleatdrios. Busca a
articulacdo com a aritmética, a dlgebra, a geometria, a estatistica e a probabilidade,
constréi sistemas matemadticos relacionados a fendmenos do espago, das formas, do
movimento e dos numeros, buscando representacdes e argumentacdes para a
compreensdo dos inimeros contextos. O documento estd organizado em cinco unidades
tematicas: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, e Probabilidade e
Estatistica. Essas unidades temadticas orientam as habilidades a serem desenvolvidas no
ensino fundamental.

Dentre as unidades temdticas, iremos abordar a da Algebra, pois é nela que
encontramos o conteddo de fung¢do, ressaltando que sua no¢ao pode, também, ser utilizada
nas outras unidades tematicas. A finalidade da unidade é o desenvolvimento do
pensamento algébrico na utilizacio de modelos matematicos, para compreender,
representar e analisar as relacdes quantitativas de grandezas e as estruturas matematicas,
identificando regularidades e padrdes de sequéncias numéricas ou ndo, interpretando as
representacOes algébricas e graficas. Tem como ideias vinculadas a equivaléncia, a

variagdo, a interdependéncia e a proporcionalidade, enfatizando a linguagem matematica,
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a generalizacdo, a interdependéncia de grandezas e a resolug¢do de problemas (BRASIL,
2017).

Nos anos finais do ensino fundamental, que se inicia no 6* ano e vai até o 9*, a
unidade temética da Algebra retoma mais profundamente o que foi estudado nos anos
iniciais do ensino fundamental, buscando compreender os diferentes significados das
varidveis, a generalizacdo de uma propriedade, a andlise de regularidades de sequéncias
numéricas, a identificacdo do valor desconhecido e o estabelecimento da variacdo entre
duas grandezas.

Relacionado ao conteido da fungdo, o campo temético da Algebra ressalta a
necessidade de estabelecer conexdes entre varidvel e funcdo, observando a relacdo
existente na compreensdao de sua finalidade conceitual, com a utilizacdo das
representacOes grificas no plano cartesiano. A no¢do de fung¢do € proposta a ser
trabalhada no 7° ano, com o objetivo de compreender a linguagem algébrica, através do
entendimento de varidvel e da incognita, para distingui-las entre si. No 8* ano, associa-se
uma equacdo linear de 1° grau a uma reta no plano cartesiano e, em seguida, aborda-se
um sistema de equacdes lineares de 1° grau, buscando sua interpretacdo e utiliza¢do na
resolucao de problemas do cotidiano. No ultimo ano do ensino fundamental, o conteudo
funcdo explora as suas representacdes numéricas, algébricas e graficas, para compreender
as relacdes de dependéncia univoca entre duas varidveis e para analisar situagdes que
possuam relagdes funcionais. A nogdo de fungdo € abordada no 7° e 8° anos, sendo
formalizada no 9* ano, com a utilizagdo das representacdes algébricas e graficas para

compreender e resolver os problemas.

3.1.2.3. Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio: Ciéncias
da Natureza, a Matematica e suas Tecnologias

Os Parametros Curriculares Nacionais para o ensino médio, em sua terceira parte,
referente as Ciéncias da natureza, a Matematica e a suas tecnologias, orientam para uma
interacdo dos contetddos trabalhados com o contexto dos alunos, proporcionando a
constru¢do e consolidac@o dos conceitos.

No caso do ensino da Matemética, espera-se uma interagdo com as disciplinas de
Quimica, Fisica e Biologia, no sentido de construir abstracOes matemadticas e utilizar
algoritmos nas resolu¢des de problemas, evitando a memorizacdo de férmulas e de
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procedimentos mecanicos. A Matematica do ensino médio busca adequar as necessidades
dos alunos ao explorar as suas motivacdes € os seus interesses, criar condigdes para o
desenvolvimento de capacidades para a inclusdo na vida social e profissional; utiliza-se,
assim, a Matemadtica na compreensao dos problemas, na tomada de decisdes e na
argumentacio de situacdes do cotidiano, isto é, o saber pensar Matemdtica e o fazer
Matematica (BRASIL, 2000).

No caso do conceito de funcdo, os Pardmetros Curriculares do ensino médio
recomendam que o processo de ensino ndo seja isolado e tenha a capacidade de integrar
outros temas matematicos, a exemplo da Trigonometria e da Geometria. A utilizacdo de
expressoes algébricas e a representacdo gréafica sdo exploradas na interpretacdo do
comportamento de fendmenos e nas resolu¢des de problemas de outras dreas, como, por
exemplo: na Fisica, ao abordar os conceitos da cinemética; na Economia, ao expressar a
lei de oferta e demanda; na Biologia, na observagdo de crescimento populacional de
bactérias ou de plantas; na Geografia, ao identificar as coordenadas de localiza¢do ou no
estudo de curvas de niveis; na Quimica, ao expressar as equacdes de ondas ou no estudo
comportamental das moléculas.

Neste sentido, o conceito de funcdo pode ser aplicado em diversas situacoes,
podendo sua aplicacao ser utilizada em diferentes dreas, incentivando o aluno a construir
sua resposta através do recurso a expressoes algébricas e representagdes graficas em um

processo de investigacao.

3.1.2.4. Orientacoes Curriculares para o Ensino Médio

Para complementar os Parametros Curriculares, foram elaboradas as Orientacdes
Curriculares para o Ensino Médio (OCEM). Sua finalidade €, pois, a de contribuir e de
esclarecer pontos do primeiro documento que necessitavam de uma discussdo profunda,
contribuindo para uma melhor pratica docente e para um maior didlogo entre o professor
e a escola da qual ele faz parte. As OrientacOes Curriculares surgiram das necessidades
dos gestores da educacdo e das instituicdes de ensino de discutir alguns pontos dos
Parametros Curriculares que nio estavam claros, promovendo uma discussao detalhada e
buscando proposicdes de alternativas didatico-pedagdgicas que pudessem auxiliar escolas

e professores na organizagao curricular (BRASIL, 2006).
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Segundo Brasil (2006), as Orientacdes Curriculares para o ensino médio estiao
divididas em trés volumes. Neste estudo, focaremos nossa aten¢do no segundo volume
que aborda as Ciéncias da Natureza, a Matematica e suas tecnologias, em meio aos quais
se insere, enquanto conteudo, a fungao.

O segundo volume contém orientacdes para questdes de conteddo, propostas
metodoldgicas e de avaliagdo para o ensino da Quimica, Fisica, Biologia e Matematica.
No caso da Matemética, o documento aborda trés pontos: a escolha, a forma de trabalhar
e o projeto pedagdgico.

Na escolha dos contetidos, além de considerar a finalidade da formacao
Matemética para a educacdo bdsica, espera-se que o aluno, ao final do ensino médio,
consiga resolver problemas do cotidiano com a capacidade de modelar os fendmenos em
outras dareas, compreendendo que a Matemdtica tem um papel importante no
desenvolvimento cientifico.

Na forma de trabalhar, o raciocinio matematico deve ser valorizado buscando-se
desenvolver a formulacdo de questdes, a criacdo de hipdteses, a generalizacdo de
situagdes, a construcao de modelos, entre outras habilidades.

No caso do projeto pedagdgico e da organizagdo curricular, eles devem estar
alinhados com os dois aspectos anteriores, a fim de proporcionar uma execuc¢ao possivel
e priorizar o processo de ensino, e no a quantidade de conteuido.

A Orientagdo Curricular para o Ensino Médio da Matematica esta dividida em
quatro blocos: numeros e operagdes; fungdes; geometria; e andlise de dados e
probabilidade. Observamos, nesse documento, que o conteido funcdo é apresentado
como um dos blocos, refletindo a sua importancia para o ensino da Matematica. O
documento indica que o estudo de funcdo pode ter um carater qualitativo, quando se
utiliza a relacdo entre duas grandezas nas mais diversas situagdes, como, por exemplo,
para mensurar o tempo e o crescimento populacional. O documento também ressalta o
estudo dos graficos dessas funcdes, observando o seu crescimento ou decrescimento,
como também a utilizacdo da forma algébrica para facilitar a compreensdo nas diversas
situagdes, buscando relacionar a forma algébrica e gréifica, e analisar as mudancgas de
parametros.

Para as ideias de crescimento, o documento sugere utilizar a funcéo linear f(x) =
a.x, relacionada a proporcionalidade direta; para as ideias de decrescimento, a fungdo

a . N . . .
flx) = ~ € relacionada a proporcionalidade inversa.
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Na fungio quadritica, temos f(x) = ax? + bx + ¢, que permite a realiza¢io do
estudo dos pontos maximos e minimos, e dos zeros da funcdo, relacionando-os com a
representacio grafica e algébrica, como também a exploracdo da sua forma fatorada na
resolucao dos problemas. O documento ressalta, no estudo de funcdes, a identificacdo de
diferentes representacdes que devem ser explorados além dos aspectos ja estudados no
ensino fundamental: linear e quadrético. As funcdes exponencial e trigonométrica devem
ser estudadas em diferentes dreas e nas diversas situagdes do cotidiano, acompanhadas da
construcdo e interpretacdo grafica no auxilio das resolugdes dos problemas.

As fungOes trigonométricas, exponenciais, logaritmicas e polinomiais também
devem ser exploradas no ensino médio. Nas func¢des trigonométricas, inicia-se o estudo
da funcdo seno, cosseno e tangente, e se analisam a sua construcdo grafica e sua finalidade
na resolucdo de problemas do cotidiano. A fun¢do exponencial tem grande aplicagdo nas
diversas dreas do conhecimento; € utilizada para estudar crescimento de taxas, os juros, o
crescimento populacional e, em diversas situagdes em cuja resolucdo a sua inversa pode
ser utilizada, fun¢do logaritmica. As fungdes polinomiais, além da fun¢do afim e da
quadratica, podem ser apresentadas de maneira introdutdria, analisando-se a sua
representacio grafica, observando-se a simetria em relacdo ao eixo das abscissas e
identificando-se os zeros da funcao.

O conceito de fungdo estd presente nos trés anos do ensino da Matemadtica do
ensino médio, com destaque para sua importancia, sua funcionalidade e sua interagcdo com
outras dreas. No primeiro ano, com estudo das fun¢des afim, quadréticas, exponenciais,
logaritmicas. No segundo ano, com as fungdes trigonométricas. No terceiro ano, com as
fungdes polinomiais.

A nocdo de func¢do € utilizada em outros conteudos, tais como: progressoes
aritméticas e geométricas; na geometria plana, espacial e analitica; no estudo dos niimeros
complexos; na probabilidade e na matemética financeira, entre outros. A constru¢cdo da
compreensdo do conceito de funcdo e de sua aplicabilidade na resolug@o de problemas é
um dos objetivos a ser alcangado no ensino médio, pelo professor, porque possibilitard ao
aluno o entendimento da razdo de ser desse conceito, como também uma consolidagcdo
conceitual frente aos assuntos do ensino superior.

A seguir apresentaremos como o conceito de funcdo estd inserido na Licenciatura
em Matematica, tomando por base a resolu¢do do Conselho Nacional de Educacdo para

os cursos de Matematica.
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3.1.2.5. O Conceito de Funcao na Licenciatura em Matematica

Os conteudos e as orientagdes curriculares para o ensino superior sao apresentados
pelo Conselho Nacional de Educacdo (CNE) através de seus pareceres. No caso dos
cursos de Matematica, sdo regidos pelas Diretrizes Curriculares Nacionais, que englobam
as habilitacdes de bacharelado e licenciatura, tomando por base o parecer CNE/CES
1302/2001, que regula e orienta os projetos politico-pedagdgico nessa drea do
conhecimento.

Segundo o CNE (2001) os cursos de bacharelado sdo direcionados para a
formacdo de profissionais destinados ao ensino superior € a pesquisa, enquanto, nas
licenciaturas, o seu objetivo principal é a formacao de professores da educagdo bésica,
porém a preparacdo do licenciando pode ser direcionada a pesquisa, como também para
o ensino superior. O documento estabelece que os programas de graduacdo devem ser
flexiveis para direcionar os diferentes interesses na formagdo, orientando e conduzindo
para uma preparagdo continua da aprendizagem matemadtica, mesmo ap0s a finalizagao
do curso.

As Diretrizes Curriculares Nacionais para os cursos de Matematica apresentam
que o licenciado deve compreender o seu papel social como educador, inserindo-se nas
diversas realidades dos seus alunos e utilizando a Matematica no exercicio da cidadania,
para superar a visao segundo a qual a Matematica € para poucos. No caso das habilidades
e competéncias, estdo direcionadas para a capacidade de escrever e falar com clareza, de
trabalhar em equipe, de ser critico, de utilizar as tecnologias, de produzir conhecimento,
de formular e resolver problemas, de estabelecer relacdes com outras dreas de
conhecimento, de formular propostas de ensino e aprendizagem, de produzir e analisar
materiais didaticos, de elaborar projetos, entre outros.

Considerada a experiéncia do aluno adquirida na educacdo bdésica, a construgdo
dos conceitos mateméticos necessita de ser aprofundada via contextualizacdo dos
conteddos, o que ocorre nas universidades. Esses conhecimentos construidos na educagao
basica devem ser considerados durante a formac¢do do aluno para uma organizacdo
curricular e pedagdgica, fazendo com que ele construa um significado teérico e uma visao

geral da Matematica.
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Os conteudos curriculares para a Licenciatura em Matematica estao distribuidos
em cdlculo diferencial e integral, dlgebra linear, fundamentos da andlise, fundamentos da
algebra, fundamentos da geometria e a geometria analitica. Além desses conteudos,
também devem ser incluidos, nos cursos de licenciatura, os conteudos matematicos da
educacdo bdsica nas dreas de dlgebra e geometria, os conteidos de dreas afins da
Matemadtica com aplicacdes tedricas e a presenca da ci€ncia, histéria e filosofia da
Matematica (CNE, 2001).

A no¢ao do conceito de fungdo esta presente nos contetidos especificos do ensino
superior, quando sao estudadas as propriedades dos anéis isomorfos, as superficies
conicas, o limite de funcdo, entre outros.

O conteudo de funcao, no ensino superior, geralmente esta presente nas disciplinas
de Matematica Basica, Fundamentos da Matematica, Principios da Matemaética ou em
outras semelhantes. A funcdo € trabalhada a partir de sua no¢do até ao estudo dos varios
seus tipos, as suas representacdes e as suas aplicagdes. O conceito é importante para a
compreensdo de vdrios conteidos que fazem parte do curriculo da Licenciatura em
Matemética, proporcionando uma visdo mais ampla dos conceitos matematicos e de sua
aplicacdo.

Notamos que o ensino superior nio se desvincula totalmente da educagdo bdsica;
€, antes, uma continuidade curricular proporciona uma visao mais ampla e fundamentada
dos conceitos matematicos. Na Licenciatura em Matematica, sao trabalhados esses
conceitos, direcionados para o ensino e a aprendizagem, buscando uma interacao com o
meio do aluno, como também no meio em que ele ird trabalhar. Portanto, uma visdo
articulada com os documentos curriculares do ensino médio, com as diretrizes do ensino
superior torna-se importante para agdes pretendidas no ensino e na aprendizagem da
Matemitica, no ensino superior.

Os documentos oficiais do ensino da Matemadtica nos orientam para acdes que
promovam efetivas conduc¢des metodoldgicas, organizando os conteidos matematicos e
conduzindo as escolas e os professores no processo de ensino e aprendizagem.

O conteudo funcdo € apresentado como importante por servir de base para a
compreensdo de outros conceitos, por proporcionar aplicacdes no cotidiano nas
resolucdes de problemas matematicos, como também em outras dreas da ciéncia. A
trajetoria de trabalhar, inicialmente, com a sua nocdo até chegar a formalizacdo esta

presente no ensino fundamental, assim como a sua ampliacdo na forma de tipos de
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funcdes elementares no ensino médio, e, consequentemente, o aprofundamento do seu
estudo no ensino superior, o que dard base para outros contetidos.

Logo, a identificacdo e andlise das principais dificuldades no processo de ensino
e aprendizagem do conceito sdo importantes, para a construcdo e aplicacdo de conducdes
metodoldgicas que possam combater essas dificuldades. Neste sentido, iremos apresentar
algumas das dificuldades da construcao do conceito de fun¢do, tomando por base algumas

pesquisas realizadas.

3.1.3. Dificuldades do Processo de Ensino e Aprendizagem do Conceito de
Funcao

A importancia de identificarmos e entendermos alguns dos problemas que
dificultam a compreensdo e aplicacdo do conceito de funcio € essencial para propormos
outros caminhos de ensino alternativos que atuem na diminui¢do dos problemas em sala
de aula. Faremos a identificacdo de alguns desses problemas, tomando por base algumas
pesquisas realizadas a partir de 2010, por entendermos ser um tempo satisfatorio para o
nosso levantamento. As pesquisas sio oriundas de uma tese e de alguns artigos publicados
em revistas de Qualis A e B da 4rea de ensino em foco.

Iniciamos com Espita, Cruz e Ochoa (2011), que apresenta resultados
relacionados a caracterizacio das influéncias do contrato didatico na aprendizagem do
conceito de fungdo, no ensino médio e superior, como também a identificagcdo dos
obstaculos didaticos e epistemoldgicos que dificultam a compreensdo do conceito a partir
da evolugdo historica, das concepgdes dos professores e da transposicao didatica do saber
matemaético académico ao saber escolar. Os autores destacam o fracasso escolar e o baixo
rendimento dos estudantes nas aulas de Matemética, que muitos casos o ensino do
conceito de funcao € superficial fazendo que a sua aplicacdo nio seja compreendida.

Espita, Cruz e Ochoa (2011) destacam a importancia da compreensdo do conceito
de funcdo no desenvolvimento do célculo, cuja ampliagdo proporcionou aplicacdes na
Fisica, Engenharia, Quimica, Economia, entre outras dreas de conhecimento, tornando-se
um instrumento que permite modelar e resolver diferentes problemas do cotidiano.

Uma das questdes de compreensdo conceitual sobre a fungdo esté relacionada ao
modo como os livros didéticos apresentam o ensino das tabelas, grificos e esquemas

algébricos, de forma particular e sem conexdo, fazendo o aluno a ter um aprendizado
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mecanico e sem sentido. Outra dificuldade destacada é a utilizacdo do diagrama de
flechas, sem uma discussdo conceitual apropriada e aprofundada, limitando o seu
entendimento a uma compressao estética, dificultando uma visdo evolutiva do conceito.

Ressaltam, também, que o estudo histérico do conceito permite entender a
Matemdtica como uma construcdo da humanidade, existindo um processo de
consolida¢do de formas distintas de representacdes e interpretagdes. Concluem que as
diferentes formas de apresentar o conceito de funcdo nos livros diddticos, devem ser
observadas e estudadas para uma aplicacdo adequada e articulada com outros conceitos.
(ESPITA; CRUZ; OCHOA, 2011).

Relacionada as diferentes formas de apresentar o conceito de fungdo, temos a
pesquisa realizada por Lourenco e Oliveira (2014), com o objetivo de identificar as
contribuicdes da Teoria dos Registros de Representacdes Semidticas no processo de
ensino e aprendizagem na educacdo bdsica. Os autores ressaltam que esse conceito
matematico gera dificuldades de interpretacdo em alunos de nivel fundamental, médio e
superior, prejudicando a compreensdao de outros conceitos, a exemplo dos de célculo
diferencial e integral.

A pesquisa de Lourengco e Oliveira (2014), buscou teses e dissertacdes que
constam no banco de dados do Programa de P6s-Graduagao em Educagdao Matematica da
Pontificia Universidade Cat6lica de Sao Paulo (PUC/SP), no periodo de 1996 a 2012. A
pesquisa foi dividida em duas partes: a primeira com categorias de analise da modalidade
do Programa (mestrado ou doutorado), ano de publicacdo, titulo, autor e orientador; a
segunda cujos resultados foram organizados através de quadros, tomando por base a
ordem cronoldgica dos niveis abordados nas pesquisas.

Os quadros apresentados tratam de trabalhos direcionados para o ensino
fundamental e médio. A maioria dos trabalhos analisados pelos autores abordaram temas
relacionados a fungdo afim e quadrética, nos quais as dificuldades relatadas estdo
relacionadas ao reconhecimento e as articulacdes entre distintos registros de
representacOes € a dependéncia entre as variaveis. Outro ponto destacado € a utilizagdo
de softwares para combater essas dificuldades, apresentando-se como um importante
recurso a ser utilizado na visualizacdo grafica e na possibilidade de observar o seu
comportamento.

A pesquisa de Tendrio, Penna e Tendrio (2015) destaca a importancia de utilizar

os softwares no ensino de fungdo. O trabalho analisou a utilizac¢do de jogos educativos da
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plataforma Mangahigh, a serem aplicados no estudo de fun¢ao polinomial do 1° grau por
alunos do 1° ano do ensino médio de um curso de formagdo de professores (Curso
Normal). O objetivo foi identificar a existéncia de correlacdo entre os escores obtidos
pelos alunos e as suas notas nos testes tradicionais, analisando, ao final, as suas
percepcdes sobre os jogos da plataforma.

A pesquisa centrou-se em aulas expositivas, atividades individuais no laboratério
de informatica, com a utilizacdo de jogos digitais da plataforma, avaliacdo tradicional e
questiondrio sobre os jogos. Foi iniciada com discussdo sobre o contetido de funcdo
polinomial do 1° grau, no qual a no¢do de fung¢do, zero da fun¢do e andlise de gréficos
foram abordados. A principal dificuldade identificada durante a pesquisa esta relacionada
a fun¢do polinomial. Os alunos ndao conseguiam compreender a relagdo de dependéncia
entre as varidveis, isto €, a dependéncia da varidvel ‘y’ pelo valor atribuido pela varidvel
x’. Outras dificuldades foram a interpretacao grafica como representa¢do de um conjunto
de pares ordenados no plano cartesiano e a utilizacdo da funcdo do 1° grau na resolugdo
de uma situagdo-problema.

Segundo Tendrio, Penna e Tendrio (2015), a utilizagdo de jogos digitais
educativos € um meio de ensino importante e eficiente no processo para diminuir as
dificuldades de compreensao do conceito de fun¢do, como também de outros contetidos
matematicos. Foi destacado que a utiliza¢do de jogos digitais nao deve ser a Gnica op¢ao
do professor, mas outras metodologias de ensino devem ser por ele adotadas.

Uma das metodologias de ensino utilizadas sdo as sequéncias diddticas, que
podem proporcionar a aprendizagem de conceitos mateméticos. Chamamos a atencdo
para o trabalho de Neves e Resende (2016), que apresentam como objetivo analisar o
processo de ensino e aprendizagem do conceito de fung¢do nos anos finais do ensino
fundamental, a partir de uma sequéncia didética desenvolvida e analisada, tomando por
base a Teoria Histérico-Cultural. A justificativa do trabalho esté alicercada na visao de
Caraca (1984), para quem o conceito de funcdo € um dos mais importantes e
fundamentais, como também nos baixos indices de aproveitamento dos alunos dos anos
finais do ensino fundamental, nas avaliacOes externas.

Ao analisar um livro didatico do 9° ano, constatou-se que ele ndo traz orientagdes
de como explorar os contetidos algébricos nem faz relagcdes do conceito de fungdo como
um conceito fundamental e 16gico-histérico. Também ndo destaca a sua importancia na
evolugdo da Matematica e na resolugdo de problemas do cotidiano. A presenca do excesso
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de regularidades, nas atividades para buscar a generalizacdo pelo aluno, é um dos
problemas levantados pelos autores; isso leva a uma aprendizagem mecanica e sem a
compreensdo de sua aplicacdo. Na busca de combater essas dificuldades, os autores
analisaram a aplicacdo de uma sequéncia didatica a partir da realizacdo um experimento
com o objetivo de desenvolver o pensamento cognitivo do aluno na constru¢cdo do
conceito de funcao.

A sequéncia foi desenvolvida em trés conjuntos de atividades que abordavam os
conceitos de relagdes e funcdes, as expressoes algébricas das func¢des afim e quadratica e
as expressoes graficas. Foi constado, apds a aplicac@o dessas atividades, que os alunos
possuem, em sua maioria, o conceito de relagdes e varidveis relacionados a suas
experiéncias, identificando dificuldade ao representar a expressdo analitica da fun¢do, a
compreensdo dos significados das notagcdes f(x), y = f(x) e a leitura de sua
representacdo grafica. Outro ponto destacado na pesquisa foi a utilizacdo do software
chamado de Kmplot, efetivo para o estudo e a construcdo das sequéncias de graficos,
possibilitando meios para superar as dificuldades.

Uma das pesquisas direcionadas a buscar a compreender as dificuldades de
representacoes do conceito de func¢do foi a realizada por Andrade e Saraiva (2012). Seu
objetivo foi analisar como os alunos estabelecem as possiveis representacdoes de uma
funcdo, mobilizando e interligando os conceitos, defini¢cdes e imagens na resolucdo de
problemas, e utilizando calculadora gréafica com a mediacdo pelo professor. Este estudo
foi fundamentado no registro de representacdes semidticas de Durval (2006) e na ideia de
imagem e conceito definicdo de Vinner (1983). A pesquisa foi realizada durante os anos
de 2008 e 2009, em uma turma do 10° ano de uma escola basica e secundaria de uma
regido do interior de Portugal.

Os autores destacam a importancia de estabelecer vérias representacdoes de uma
funcdo no processo de ensino e aprendizagem, com a finalidade de desenvolver varios
tipos de conexdes e compreensdo do conceito. Tomando por base outros pesquisadores,
destacam dificuldades relacionadas a compreensdo do conceito de fungdo, que sdo: sua
natureza dupla, na medida em que também pode ser utilizada para calcular o valor da
funcdo em casos particulares; o conjunto de simbolos utilizados; a conexdo entre os
diferentes tipos de representagoes.

Ao longo da pesquisa foram utilizados questiondrios, registros escritos dos alunos,
entrevista e anotacdes dos investigadores. Foram abordadas fungdes polinomiais e as
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modulares, explorando respostas analiticas, graficas e numéricas. A andlise baseou-se em
registros de duas alunas que desenvolveram as atividades propostas pelos pesquisadores
utilizando calculadora grafica. Elas analisaram as correspondéncias das diferentes
representacdes, justificando-as algebricamente e graficamente, e estudaram as conexdes
das fun¢des com as suas familias de funcdes. As dificuldades da representagdo grafica e
de sua conversdo para a algébrica tornaram-se presentes mesmo apds as atividades
propostas, porém em menor intensidade. Logo, os autores destacam que a utiliza¢do de
diferentes registros de representacdes, compartilhados com o uso da calculadora gréfica,
gera uma ampliacdo conceitual e permite ao aluno resolver problemas mais complexos.

Diante das diferentes formas de representar o conceito de fun¢ao, os pesquisadores
Santos e Barbosa (2017) apresentam uma anélise das possiveis configuragdes do conceito
na organizacao do ensino, apresentando suas potencialidades e limitacdes. Comentam que
o conceito de fun¢do € fundamental na Matemdtica contemporanea, obtendo uma
centralidade na estruturacdo dos contetidos escolares nos diferentes niveis, como também
¢ considerado desafiante para o ensino e aprendizagem das vdrias formas de representar
as relagdes possiveis.

Na pesquisa, os autores apresentam e discutem as seguintes formas de
representacao do conceito: fungdo como tabela; fungdo como méquina de transformagao;
funcdo como diagrama; fun¢do como expressao algébrica; fungdo como generalizacao;
funcdo como grafico; funcdo como defini¢do. Os autores comentam que a aprendizagem
do conceito de func¢do articulado com as suas diversas representacOes viabiliza uma
perspectiva ampla de atuagdo do conceito, combatendo uma visdo fechada e sem
finalidade para a resolucao de problemas.

Na pesquisa realizada por Lima (2014), com o objetivo de identificar e analisar as
dificuldades enfrentadas por estudantes na realizacdo de procedimentos algébricos
utilizados no estudo da fun¢do afim, os problemas estdo relacionados a dificuldade de
compreensdo dos contetdos algébricos; esses problemas sdo citados nos Parametros
Curriculares Nacionais e identificados nas avaliagdes de larga escala, como, por exemplo,
no SAEB, no ENEM e no ENCCEJA. Os dados foram coletados de atividades aplicadas
a oitenta alunos do ensino fundamental de uma escola publica no ano de 2013. Foi
elaborado um instrumento de avaliacdo diagndstica com o objetivo de identificar as
dificuldades dos alunos do ensino médio ao utilizarem procedimentos algébricos

estudados no ensino fundamental. O pesquisador tomou por base discussdes sobre ensino
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da dlgebra, com um olhar para a fun¢ao afim, as recomendacdes do National Council of
Teachers of Mathematics (NCTM), as diretrizes dos Parametros Curriculares Nacionais
do Ensino Médio e a proposta curricular do estado brasileiro de Santa Catarina.

O pesquisador destaca algumas dificuldades comentadas em outras pesquisas que
fazem parte de sua fundamentacdo tedrica, ressaltando: a auséncia de significados
algébricos na formulagdo e na resolucdo de problemas; a quantidade excessiva de
exercicios repetitivos sem uma finalidade para a aprendizagem; a falta de atividades que
promovam uma aproximag¢do com situagdes-problemas e a mudanga de representagdo, no
caso da algébrica para grafica. A pesquisa de Lima (2014) identificou erros ao
desenvolver cdlculos aritméticos e algébricos, existindo dificuldades na resolu¢do dos
problemas propostos. Os erros mais frequentes foram: somar mondmios ndo semelhantes,
somar erroneamente os numeros inteiros e fragdes, aplicar propriedade distributiva na
resolucdo de operagdes aritméticas basicas e interpretar erradamente os enunciados dos
problemas. Tomando por base os problemas, o pesquisador recomenda a aplicacdo de
atividades que revisem os procedimentos aritméticos e algébricos, identificando os erros
dos alunos, com a finalidade de aplicar o ensino de funcdo afim de maneira
contextualizada.

A partir das dificuldades apresentadas no processo de ensino e aprendizagem do
conceito de funcdo, observamos a necessidade de utilizarmos propostas metodolégicas
que busquem desenvolver, no aluno, a compreensdo do conceito, buscando o seu
entendimento, a fim de aplicd-lo nas diversas situacdes na propria Matemdtica, como
também em outras dreas das Ciéncias. O levantamento dessas dificuldades foi
considerado para a constru¢ao do nosso MER, com a finalidade de compreendermos os

problemas relacionados ao ensino do conceito de func¢ao.

3.1.4. Analise do Livro Didatico Utilizado nas Licenciaturas de Matematica

Complementando a discussdo para a constru¢do da nossa proposta do Modelo
Epistemoldgico de Referéncia (MER), apresentaremos a andlise do livro didético
Fundamentos da Matemaética Elementar - volume 1 (IEZZI; MURAKAMI, 2004), o qual

¢ utilizado em vérios cursos de licenciatura em Matematica e estd presente nas referéncias
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das ementas de disciplinas que abordam conteidos dos fundamentos da Matematica, a
exemplo do conceito de fun¢do.

Os capitulos analisados sdo os que tratam da introducao de func¢do e fungdo afim,
com a finalidade de identificar a praxeologia adotada, observando as tarefas, técnicas,
tecnologias e teorias presentes. Ressaltamos que nio serdo abordadas, neste momento da
pesquisa, outras funcdes elementares, como a fun¢do quadrética e a funcdo exponencial,
por entendermos que a andlise apresentada € suficiente para fundamentarmos o nosso
MER, como também que estas outras fun¢des fardo parte de pesquisas futuras para
complementar o nosso MER. Esta andlise constitui mais um elemento na constru¢do do
nosso MER, identificando as préticas dominantes utilizadas no processo de ensino do

conceito de funcio e de suas aplicacoes.

3.1.4.1. Introducio do conceito de Funcao

O capitulo que aborda a no¢do de fun¢do toma por base o conceito de relacao
explorado no capitulo anterior e se inicia com a apresenta¢ao de dois conjuntos numéricos
e finitos. Consequentemente, apresenta cinco exemplos de relacdes, com base nos
conjuntos. As relacdes sdo representadas por notagdes algébricas e por esquemas de
flechas; em seguida, sdo citadas as que representam funcao.

A definicdo de fung¢do ¢ apresenta formalmente: “Dados dois conjuntos A e B, ndao
vazios, uma relacdo f de A em B recebe o nome de aplicagdo de A em B ou fungio
definida em A, com imagens em B se, e somente se, para todo x € A existeums6y € B
tal que (x,y) € f.” IEZZ1; MURAKAMI, 2004). Com a sua defini¢do por representagdo
simbdlica: f € aplicacdo de Aem B < (Vx € A,3y € B/(x,y) € f).

Refor¢cando a explicacdo da definicdo de funcdo, € utilizado o esquema de flechas
na tentativa de generalizar a sua aplicagdo. Em seguida, para a identificacdo grafica de
funcdo, sdo apresentados trés exemplos que caracterizam os casos de funcio ou de sua
ndo existéncia. Na identificacdo do grafico que representa fungao, € utilizada a técnica
das retas paralelas ao eixo das ordenadas, observando-se a quantidade de pontos de
intersecdo com o grafico. Apds essa introducdo, sdo apresentados alguns exercicios

através de que identificamos os tipos de tarefa: (T), técnica (1), tecnologia (8) e teoria

(0).
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Figura 13 - Tipo de tarefa (T1)

142. Estabeleca se cada um dos esquemas das relagdes abaixo define ou ndo uma fun-

cdode A ={-1,0 1, 2)em B = {-2, -1, 0, 1, 2, 3]. Justifique.
a) b)
s
| -
A B8 A 8
c) d)

A 8
Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

Quadro 3 - Tipo de Tarefa 1 (T)

Ty Identificar se as relagdes bindrias sdo fungdes.

711 | Observar o esquema de flechas para determinar se

€ ou nao fungdo.

71, | Observar a quantidade de pontos de interse¢do nas
retas paralelas ao eixo das ordenadas.

6 | Dominio e imagem de uma relacao bindria.

Plano cartesiano e representacao de f(x).

0 | Relagdo funcional

Fonte: préprio autor (2019)

O conceito de fun¢do € introduzido com uma breve apresentacdo e com base na

no¢do de relacdo. Os exemplos utilizados ddo uma visdo limitada do conceito,
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restringindo a utilizagdo de conjuntos com elementos discretos e finitos. Ao tentar
explicitar o conceito formalmente, com a utilizacdo dos nimeros reais, sao apresentados
poucos exemplos e ndo € explorada a diversidade de conjuntos numéricos que podem ser
utilizados. As técnicas usadas limitam-se a andlise do esquema de flechas e a observagao
da interse¢do de pontos com o grafico da fun¢do, ndo sendo explorados outros tipos de
representacdes, tais como o uso de tabelas, como ressalta Andrade e Saraiva (2012). Outra
dificuldade comentada por Tendrio, Penna e Tendrio (2015) € a falta de exploracdo da
relacdo de dependéncia entre as varidveis, dificultando a compreensdo de sua aplicacao.
Ao tratar da notacdo da funcdo, o livro didético destaca que toda fun¢ao € uma
relacdo bindria de dois conjuntos, representada por um conjunto de pares ordenados. Em
seguida, introduzem a lei de correspondéncia utilizando a representagdo y = f(x),
consequentemente a no¢do de imagem f(a) = b e a técnica de substitui¢cdo de x por um

valor numérico. Com essa andlise, sdo identificados dois tipos de tarefas:

Figura 14 - Tipo de Tarefa (T2)

145, Qual é a notagdo das seguintes fungdes de IR em IR?

a) f associa cada numero real ao seu oposto.

b) g associa cada numero real ao seu cubo.

¢) h associa cada niumero real ao seu quadrado menos /.
d) k associa cada nimero real ao niimero 2.

146. Qual ¢ a notagdo das seguintes fungdes?

a) fé fungao de @ em Q que associa cada nimero racional ao seu oposto adicio-
nado com /.

b) g é a fungdo de Z em Q que associa cada numero inteiro a poténcia de base
2 desse nimero.

¢) k é a fung@o de IR* em IR que associa cada numero real ao seu inverso.

Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

Quadro 4 — Tipo de Tarefa 2 (T2)

T> Identificar a notagdo da fungao

T,1 | A partir da relagdo bindria, utilizar a lei de
correspondéncia y = f(x).
Representagao de f(x)

0 | Relagdo funcional

Fonte: préprio autor (2019)

Consequentemente, o tipo de tarefa Ts:
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Figura 15 - Tipo de Tarefa (T3)

Seja f a funcdo de Z em Z definida por f(x) = 3x — 2. Calcule:

a) f(2) b) £(-3) ¢) (0) @ ()
48. Seja f a fungdo de IR em IR definida por f(x) = x?— 3x + 4. Calcule:
a) f(2) o (=) &) 1(3)

b) f(-1) d £(-+) f) (1 = 2)
Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

Quadro 5 - Tipo de Tarefa 3 (T3)

T3 Calcular o valor numérico da funcio

T31 | Substituir o valor de x por um valor numérico em

y=f).
T3, | Substituir o valor de y por um valor numérico em
y=f(x).

Resolugdes de expressdes numéricas/algébricas

0 | Relagdo funcional

Fonte: préprio autor (2019)

Observamos que a utilizacao excessiva de simbolos, sem uma articulagdo com o
conceito, aumenta a dificuldade de sua compreensdo e de sua aplicacdo (ANDRADE;
SARAIVA, 2012), assim como a utilizacdo de exercicios repetitivos e resolvidos
mecanicamente (NEVES; RESENDE, 2016). Os tipos de tarefas e as técnicas presentes
nos quadros 2 e 3 nos mostram procedimentos de resolugdes mecanicos e repetitivos.

Ao conceituar o dominio e a imagem de uma funcdo, o livro didético apresenta as
suas defini¢des. O dominio como um “conjunto D dos elementos x € A para os que existe
y € B, tal que (x,y) € f.” (IEZZI; MURAKAMI, 2004, p. 88), chamando o dominio de
conjunto de partida e representando por D = A. Na imagem, “o conjunto Im dos elementos
Yy € B para os que existe x € A tal que (x,y) € f” (IEZZI; MURAKAMI, 2004, p. 88),
ressaltando que a imagem € um subconjunto do contradominio representado por Im C B.

Em seguida, a partir de uma representacdo no plano cartesiano, € definido o
dominio D como “o conjunto das abscissas dos pontos tais que as retas verticais
conduzidas por esses pontos interceptam do gréifico f”. E a imagem Im corresponde a
como “o conjunto das ordenadas dos pontos tais que as retas horizontais conduzidas por

esses pontos interceptam o grafico [ (IEZZI; MURAKAMI, 2004, p. 89).
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Figura 16 - Tipo de Tarefa (T4)

Exemplos
D)
v A

S- S 4

i\

A

-2 0 - 1 x;
D=KxXxERI-2<x<1]

Im={yERIOLy <4
39)
J
./r
i A ememe
D =[x € Rilx # 0]
Im={y€ERI-2<y<0

ou 1 <y<2

29)
yk
e~
E . @
-2 S
B
D=KRERI2Ex<7I
Im=([y€ RI-1 <y <4
42)
vh
_ 2
P ¥ Bt
=2 =1 y 2 X
D=K€RI-2<x<2
Im = {1, 2]

Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

No quadro 6, é expresso mais um tipo de tarefa identificada, relacionado ao

dominio e a imagem de uma funcdo:

Quadro 6 - Tipo de Tarefa 4 (T4)

T4 | Determinar o dominio e a Imagem de f(x) = y.

174, | Utilizar o esquema de flechas
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74, | Observar o conjunto das abscissas (retas verticais)
dos pontos do gréfico.

7,3 | Observar o conjunto das ordenadas (retas
horizontais) dos pontos do gréfico.

6 | Dominio e Imagem de relagdes bindrias.
Representagdo grafica no plano cartesiano.
Conjunto dos niimeros reais.

© | Relagdo funcional

Fonte: préprio autor (2019)

Apesar de utilizar alguns exemplos, com a intenc¢do de apresentar a aplicacio das
defini¢des do dominio e da imagem, a abordagem € superficial por ndo explorar outras
situagdes, principalmente na resolucio de problemas.

Na sequéncia, no livro didético afirma-se que as fun¢des numéricas apresentam
maior interesse na Matematica e que sdo chamadas também de fungdes reais de varidveis
reais, possuindo dominio, contradominio e a lei de correspondéncia. Esta afirmacéo leva
a entender que todos os préximos conjuntos utilizados sdo de ndmeros reais.

O capitulo € finalizado com o topico que trata de funcdes iguais, apresentando a
defini¢do e suas propriedades; os exemplos utilizam conjuntos com elementos discretos

e finitos, como também exemplos com conjuntos reais.

Figura 17 - Tipo de Tarefa (Ts)

Sejam as fungdes f, g e h de IR em IR definidas por f(x) = x°, g(y) = y' e
h(z) = z°. Quais delas sdo iguais entre si?

As fungdes: f de IR em IR definida por flx) = xie g de IR em IR definida
por g(x) = x sdo iguais? Justifique.

As funcdes f e g cujas leis de correspondéncia sdo
= Ll a3 i
e g(x) = ——— podem ser iguais? Justifique.

\x + 1 Iy 4
Fonte: Iezzi e Murakami (2004).

f(x) =

Nesse topico, identificamos o seguinte tipo de tarefa:

Quadro 7 - Tipo de Tarefa 5 (Ts)

Ts Identificar se as func¢des s@o ou ndo iguais.

Tsq | Substituir o valor de x por um valor numérico em
cada funcio e comparar os resultados.
6 | Resolugdo de expressoes numéricas/algébricas
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© | Relagdo funcional

Fonte: préprio autor (2019)

Os exemplos e os exercicios propostos ndo dao margem para utilizar outras
técnicas nem proporcionam uma compreensao do conceito abordado. A falta da utilizagao
de uma representacdo gréfica e a utilizacao de técnicas repetitivas limitam o entendimento

de sua aplicacdo (LIMA, 2014).

3.1.4.2. Funcio Constante e Funcao Afim

A partir de agora, faremos uma andlise da funcdo afim apresentada no livro
didético, mas os topicos relacionados a inequacdes do 1° grau nao serdo abordados em
nossa discussdo, por entendermos que ndo fazem parte diretamente da nossa pesquisa.

O capitulo se inicia com a defini¢cao da fun¢do constante como “uma aplicagdo f
de Rem R, que recebe o nome de fun¢ao constante quando cada elemento x € R associa-
se sempre a0 mesmo elemento ¢ € R” (IEZZI; MURAKAMI, 2004, p. 97). A defini¢cao
¢ complementada com a utilizacdo da representacdo algébrica f(x) = c, acompanhada

pela gréfica:
Figura 18 - Gréfico da Funcdo Constante

Tv

(0, ¢

x

Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

Em seguida, é apresentada a funcao identidade como “uma aplicagdo f de R em
R , que recebe o nome de fun¢do identidade quando cada elemento x € R associa o
proprio x” (IEZZI; MURAKAMI, 2004, p. 98). A representacdo algébrica utilizada é

f(x) = x juntamente com gréfica:

131



Figura 19 - Funcao Identidade

x}

_____

Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

No caso da fungdo linear, ¢ definida como “uma aplicacdo f de R em R, que
recebe o nome de func¢do linear quando cada elemento x € R associa ao elemento ax €

R em que a # 0 ¢ um ntimero real dado” (IEZZI; MURAKAMI, 2004, p. 98).

Figura 20 - Fungdo Linear

Ay

x ¥

Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

As apresentacdes das definicdes dessas funcdes tiveram uma abordagem
superficial sem qualquer discussao de suas possiveis aplicacdes; os exemplos e exercicios
propostos levam o aluno a limitagdo na utilizacdo de técnicas e, consequentemente,
dificultam a utilizacdo das no¢des nas resolugdes de problemas escolares ou ndo. A figura

21 representa os tipos de tarefas baseadas no conceito da funcao linear:

Figura 21 - Tipo de Tarefa (T¢) e Subtipos

Construa, num mesmo sistema cartesiano, os graficos das funcdes de IR em R:

a)y=x b) y = 2x c)y=3x dy=

no |

Fonte: Iezzi e Murakami (2004)
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O quadro seguinte nos mostra mais um tipo de tarefa (Ts) e seus subtipos’? (Ts.1),

(Te2) € (Te3):
Quadro 8 - Tipo de Tarefa 6 (Ts)

Te Construir o grafico da fungdo no sistema cartesiano

Te,1 | Construir o grafico da fungdo constante f(x) = c.

Te2 | Construir o grafico da funcdo identidade f(x) =

X.

Te3 | Construir o grafico da fungdo linear f(x) = ax.

Te,1 | Substituir o valor de x na fun¢do por um valor
numérico.

Te2 | Representar o grafico da fungdo no plano
cartesiano.

6 | Resolugdo de expressdes numéricas/algébricas.
Representagdo gréfica no plano cartesiano.

© | Relacdo funcional (funcdo afim)

Fonte: préprio autor (2019)

O tipo de tarefa e seus subtipos levam a utilizacdo de técnicas que exploram a
constru¢do do grafico para sua visualizagdo, mas ndo fazem qualquer relacio com o
capitulo anterior nem propdem exemplos ou exercicios que explorem situacdes
hipoteticamente reais que possam levar ao sentido de sua aplicagdo.

Ao apresentar as fungdes que podem auxiliar na compreensao da fun¢do afim,
partem para a definicdo, sem qualquer discussdo prévia, como “uma aplicagdo de R em
R recebe o nome de funcao afim quando a cada x € R associa o elemento (ax + b) € R
em que a # 0 e b sdo nimeros reais dados” (IEZZI; MURAKAMI, 2004, p. 100). Em
seguida, apresenta a sua representagdo algébrica: f(x) =ax +b (a # 0).

Introduzindo o conceito de func¢do afim dessa forma, proporcionam uma
abordagem formal sem destaque para o significado dos coeficientes, mesmo que, apos
apresentar alguns exemplos com a finalidade de identificar quem s@o os coeficientes, ndo
explorem as suas funcionalidades. Em seguida, para tratar da sua representagcdo grafica
enunciam e demostram o seguinte teorema: o grafico cartesiano da fungdo f(x) = ax +

b (a # 0) é uma reta”.

72 Tomaremos como base a defini¢cio de subtipo de tarefa utilizada por MENEZES (2010).
73 A demonstragdo do teorema se encontra no livro Fundamentos de matematica elementar, volume 01, nas
paginas 100 e 101.
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Por ocasido da demonstragdo, sdo utilizadas propriedades da semelhanca de
triangulos e da proporcionalidade, com finalidade de chegar a conclusdo de que na
escolha de trés pontos distintos pertencentes a mesma fungdo afim eles estdo alinhados,
provando que a funcdo é representada por uma reta no plano cartesiano.

No tépico que trata da aplicacdo da funcdo afim, o livro direciona para a

constru¢do do gréfico, utilizando, no minimo, dois pontos quaisquer no plano cartesiano.

Figura 22 - Tipo de Tarefa (T¢)

Construa o grafico cartesiano das funcgdes de IR em IR:
a)y=2x-—1 ey ==3x-4
b)y=x+ 2 f)y ==x+1
Oy=3x +2 gy=-2x+3
e SRR TS o
dy-= ey h) y = =

Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

Com esse tipo de procedimento, mais um subtipo de tarefa (Te64) € mais uma
técnica (7¢3) sdo identificadas:

Quadro 9 - Tipo de Tarefa 6 e Subtipos (T¢)

Te Construir o grafico da fungdo no sistema cartesiano

Te4 | Construir o grafico da fungdo afim f(x) = ax +

b.

Te,1 | Substituir o valor de x na funcdo por um valor
numérico.

Te3 | Representar o grafico da fungdo no plano
cartesiano utilizando dois pontos quaisquer (X, y).
6 | Resolugdo de expressoes numéricas/algébricas.
Representagdo grafica no plano cartesiano.

0 | Relagdo funcional (funcdo afim)

Fonte: préprio autor (2019)
Os exercicios propostos na sequéncia ampliam a utiliza¢ao das técnicas a solicitar

solucdes analiticas e graficas através de sistemas de equacoes.
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Figura 23 - Tipo de Tarefa (T7)

Resolva analitica ¢ graficamente os sistemas de equacdes.

X+y=35 (4x + 5y = 2
B N D l6x + 7y = 4
){3x—2)'=—14 ¢ X + 2y = 1

(2x + 3y = 8 2x + 4y = 3
2 f2x—5y=9 2x + S5y =0
) {7x + 4y = 10 ) lax-2y = 0

Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

Com isso, temos o seguinte tipo de tarefa:

Quadro 10 - Tipo de Tarefa 7 (T7)

T7 Resolver analiticamente e graficamente o sistema
de equacdes.

T7,1 | Resolver o sistema de equacdes pelo método da
substituicao.

T, | Resolver o sistema de equagdes pelo método da
adicdo.

773 | Construir duas retas no mesmo grafico cartesiano e
identificar o ponto de intersec¢ao.

6 | Sistema de equacdes lineares.

Resolucao de expressoes numéricas/algébricas.
Representagdo grafica no plano cartesiano.

0 | Relagdo funcional (funcdo afim)

Fonte: préprio autor (2019)

A abordagem superficial, a utilizacdo de simbolos sem explicitar seus
significados, a exploracio excessiva de procedimentos mecanicos e a falta da utilizagdo
de situacdes-problemas podem dificultar a compreensdo do conceito da funcdo afim e de
sua aplicacdo, conduzindo os alunos a resolver os exercicios sem entender a técnica
utilizada.

O livro aborda a imagem da funcdo, utilizando o teorema’, que diz que “o
conjunto imagem da fun¢do afim f: R — R definida por f(x) = ax + b, com a # 0, é

R” (IEZZ1; MURAKAMI, 2004, p. 105). Em seguida, sdo resumidamente discutidos os

7+ A demonstragio se encontra no livro Fundamentos de matematica elementar, volume 1.
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coeficientes da funcao afim, no caso o coeficiente a, nomeado de coeficiente angular ou
declividade e o coeficiente b, nomeado de coeficiente linear. Nao é apresentada a
funcionalidade dos coeficientes nem o que acontece graficamente ao serem mudados os
seus valores em uma func¢do afim. Com a explicacdo apresentada no livro, sdo sugeridos
exercicios e alguns problemas, nos quais identificamos mais um tipo de tarefa (Tg) € o

seu seguinte subtipo (Tsg,1):

Quadro 11 - Tipo de Tarefa 8 (Tg)

Ts Obter a equagao da reta.

Ts,1 | Obter a equacdo da reta da fungdo afim.

B

Tg1 | Utilizar y = ax + b, substituindo x e y por dois
pontos quaisquer (x,y) que pertenca a funcio e,
em seguida, utilizar uma das técnicas
T710U Ty ;.

6 | Sistema de equacdes lineares.

Resolucdo de expressdes numéricas/algébricas.

© | Relacdo funcional (funcdo afim)

Fonte: préprio autor (2019)

As atividades propostas levam ao aluno a obter a equacdo da reta da fun¢do afim
na sua representacao algébrica, a partir de dados numéricos apresentados nos exercicios
ou em graficos ja construidos. Nao € estabelecida qualquer relacdo entre as duas
representacdes de maneira distinta. Porém, existe um avanco na utilizacao das técnicas, o
que permite ao aluno utilizar técnicas anteriores nas resolucdes dos exercicios, compondo
uma nova técnica a partir da unido de outras.

O conceito do Zero da fungao ¢ apresentado como “todo nimero x cuja imagem
¢ nula, isto é, f(x) = 0.” Em seguida, ¢ fornecida a defini¢o algébrica: “x é zero de y =
f(x) © f(x) = 0” (IEZZI; MURAKAMI, 2004, p. 108). O livro promove uma ligagdo
com a equagdo do 1° grau, que € utilizada para encontrar o ponto da abscissa que grafico

corta o eixo x, e demonstra que a equacdo tem solucdo tinica’”. A partir dai, apresenta o

seguinte exemplo:

75 A demonstragdo se encontra no livro Fundamentos da matemadtica elementar, volume 1 na pagina 108.
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Figura 24 - Exemplo do Tipo de Tarefa (To)

Exemplo
Ozerodafungdo f(x) =2x—1 é x = % pois, fazendo 2x — I = 0,

; =y |
vem x = 3"

Podemos interpretar o zero da fun¢do afim como sendo a abscissa do
ponto onde o grafico corta o eixo dos x.

Exemplo
Fazendo o gridfico da funcéo v A
y = 2x — I, podemos notar que a reta
intercepta o eixo dos X em x = é, gt Y
isto ¢, no ponto (%, 0).
X y (5-9) ;

Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

Ao verificarmos essa organizacao praxeoldgica, identificamos o tipo de tarefa (To)

e seu subtipo (To,1):

Quadro 12 - Tipo de Tarefa 9 (To)

Ty Determinar o zero da funcao

To,1 | Determinar o zero da funcao afim

Tg,1 | Substituir y por zero na fung¢ao e resolver a equagao
do 1° grau

6 | Propriedades da Igualdade

Representagdo gréifica no plano cartesiano

0 | Relacdo funcional (funcdo afim)

Fonte: préprio autor (2019)

Apesar de indicar a utilizagdo da técnica (79;) para encontrar o valor do zero da
funcdo afim, os problemas apresentados, em seguida, nos exercicios, ndo sdo resolvidos
com o uso dessa mesma técnica. Segundo o Manual do professor do livro didatico
analisado, deve-se utilizar proporcionalidade, razdo, igualdade de expressoes algébricas

na formacao de equacdes e o minimo multiplo comum. Esse procedimento adotado pelo
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livro quebra, de maneira brusca, o possivel contrato didatico estabelecido na sala de aula,
de acordo com o qual os exercicios apresentados apds as definicdes e exemplos nomeiam
as técnicas a serem utilizadas e que devem ser reproduzidas nos exercicios seguidamente
propostos.

Em seguida, o livro define a fun¢do crescente de maneira geral, isto é, para todas
as fungdes, enunciando que “a fun¢do f: A — B definida por y = f(x) € crescente no
conjunto A; C A se, para dois valores quaisquer x; e x, pertencentes a A;, com x; < X,
tivemos f(x;) < f(x;)” (IEZZI; MURAKAMI, 2004, p. 110). Em sua representagdo
algébrica, define que f € crescente quando (Vxq,x,)(x; <x; = f(x1) < f(xy).
Complementando e ampliando a definicdo, apresenta outra forma algébrica seguida de

uma representacao grafica:

fx) = f(x2) > O>

Vxq{, X X1 F Xy D
(Vx; 2)<1 2 X, — %,

Figura 25 - Fungdo Crescente

Y &

x Y

Fonte: Iezzi e Murakami, 2004

No caso da fun¢do decrescente, também a define de maneira geral, enunciando
que “A fungdo a fungdo F: A — B definida por y = f(x) € decrescente no conjunto A; C
A se, para dois valores quaisquer x; e x, pertencentes a A;, com x; < X,, tivemos
f(x1) > f(x;)” IEZZI; MURAKAMI, 2004, p. 110). Na representagio algébrica, define
que f € decrescente quando (Vxq, x,)(x; < x5, = f(x1) > f(x;). Apresenta outra forma

algébrica e grafica similar a crescente:

N f(x1) = f(x2) < 0)

Vxq{,Xx X1 FX
(Vx; 2)<1 2 X — X
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Figura 26 - Funcdo Decrescente

YA

X

Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

No caso de tratar especificamente do crescimento e do decrescimento da funcao
afim, o livro enuncia os seguintes teoremas’:

1) A fungio afim f(x) = ax + b é crescente se, e somente se, o coeficiente angular
a for positivo.

2) A fungdo afim f(x) = ax + b é decrescente se, e somente se, o coeficiente
angular a for negativo.

Ao escolher esse tipo de organizagdo praxeoldgica para introduzir fungdes
crescentes e decrescentes, € apresentado um excessivo uso de simbolos sem qualquer
explicacdo de sua funcionalidade (ANDRADE; SARAIVA, 2012). As representacdes
algébricas e graficas t€ém uma abordagem superficial, dificultando a compreensdo da
relacdo entre as duas representacoes (LOURENCO; OLIVEIRA, 2014; SANTOS;
BARBOSA, 2017). Com isso, apresenta uma das seguintes atividades:

Figura 27 - Tipo de Tarefa (To)

Especifique, para cada uma das funcgdes abaixo, se é crescente ou decrescente em IR.

a)y=1+ 5 y=Xx+ 2 €) y = —2x
b)y=-3—2x d) §-=3=—X f) y = 3x

Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

Nesse caso, identificamos o seguinte tipo de tarefa (T1o) e seu subtipo de tarefa

(T10,1):

76 As demonstragdes dos teoremas estdo no livro Fundamentos de matemadtica elementar, volume 1, pigina
113.
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Quadro 13 - Tipo de Tarefa 10 (T1o)

Tio | Determine se a funcdo € crescente ou decrescente.

Tio,1 | Determine se a funcdo afim € crescente ou
decrescente

T10,1 | Identificar se o valor do coeficiente a € positivo ou
negativo.

T102 | Separar o gréfico por intervalos e utilizar dois
pontos quaisquer pertencentes ao intervalo para
aplicar a definicao.

6 | Teoremas para determinar o crescimento de
decrescimento da funcdo afim.

Funcdes definidas por vdrias sentengas abertas.
Representagdo grafica no plano cartesiano.

© | Relacdo funcional (funcdo afim)

Fonte: préprio autor (2019)

Para determinar se uma funcao € crescente ou decrescente, o livro utiliza exemplos
que ndo tém a necessidade de separar a funcdo em intervalos, mas, nos exercicios
propostos, o aluno € orientado a utilizar uma técnica para separar as funcdes em intervalos
e determinar se € crescente ou decrescente. No caso particular da funcio afim, limita-se
a observar se o valor do coeficiente angular é positivo ou negativo, ndo abordando
graficamente a variacdo do coeficiente e limitando a compreensao de sua aplicagao.

Ao apresentar o estudo do sinal da funcdo o livro inicia com uma defini¢do geral:
“seja a funcdo f:A — B definida por y = f(x)”. Em seguida solicita a resolver o
problema “para que os valores de x temos f(x) >0,f(x) =0 ou f(x) <0?”. E
destacado que, ao resolver esse problema, o aluno estard estudando o sinal da fungdo e
que, “quando a fung¢do estd representada no plano cartesiano, basta examinar se é positiva,
nula ou negativa a ordenada de cada ponto da curva” (IEZZI; MURAKAMI, 2004, p.
114).

. ~ ~ . . . . b
Com essa introdugdo, a fung¢do afim € particularizada; considerando x = -

como a representacdo algébrica do zero da funcio afim, parte para andlise das situacoes
em que f(x) > 0e f(x) < 0. Na sequéncia, sdo considerados dois casos nos quais o

valor do coeficiente a: a > 0 e a < 0. Para o caso a > 0, apresenta duas situagdes:

) fx)=ax+b >0 ax>—b <=>x>—§
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2) f(x)=ax+b <0 ax<-b <=>x<—§

Consequentemente, apresenta a representacdo grafica utilizando o eixo das

abscissas:

Figura 28 - Representagdo grafica quando a > 0

Fonte: préprio autor (2019)

No comentdrio relacionado a representacdo gréfica, o livro ressalta que a funcao
€ crescente pelo fato de o coeficiente angular ser positivo, relacionando ao topico anterior.

A finalidade dessa representagdo € para o aluno compreender que, para os valores maiores
b o b
que ——, obtemos valores positivos de f(x); e, para os valores menores que — . obtemos

valores negativos de f(x).Parao casode a < 0, o livro apresenta as seguintes situacdes:

) fx) =ax+b >0 ax>—b <=>x<—§

2) f(x)=ax+b <0 ax<-b <=>x>—§

Consequentemente, apresenta a sua representacao grafica:

Figura 29 - Representagdo grafica quando a < 0

Fonte: préprio autor (2019)
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Nesse caso, € feito o comentario segundo o qual a func¢do € decrescente pelo fato
de o valor do coeficiente angular ser negativo. Em seguida, é apresentado um resumo das
situagdes possiveis para o estudo do sinal da funcdo afim, afirmando-se que, ao se
determinar o valor do zero da fungdo e representd-lo no eixo das abscissas, dois

procedimentos podem ser aplicados a partir do valor do coeficiente angular:

.. , o N e ~ b ~
1) Se for positivo, ndmeros que estdo a direita do zero da fun¢do (x = —;) terdo
f(x) o sinal de a. Caso positivo, os ndmeros reais que estdo a esquerda do zero
- b ~ .
da funcio (x = — Z)’ terdo f(x) o sinal de -a.
. . s ~ b ~
2) Se for negativo, numeros que estdo a direita do zero da funcio (x =— E) terdo

f(x) o sinal de a. Caso positivo, os ndimeros reais que estdo a esquerda do zero
~ b ~ .
da fungdo (x =— Z)’ terdo f(x) o sinal de - a.

A abordagem adotada pelo livro sobre o estudo do sinal da funcdo,
especificamente do sinal da fungdo afim, d4 €nfase a representacdo algébrica em
detrimento das representagOes gréficas, para explicar algumas situagdes no estudo do
sinal.

Figura 30 - Tipo de Tarefa (Ti)

200. Estude os sinais das funcdes definidas em IR:

aA)y=2x+3 c)_\':f‘—%
3 DS S §
b) y = —=3x + 2 t)}—3 5
)y=4—x g)y=2.\——':—
dy=5+x h) y = =x

Fonte: Iezzi e Murakami (2004)

Nesse sentido, identificamos um tipo de tarefa (T11) e o seu subtipo (T11,1):
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Quadro 14 - Tipo de Tarefa 11 (T11)

Ti1 | Estude o sinal da func@o.

Ti1,1 | Estude o sinal da funcao afim.

T111 | Determinar o zero da fungdo afim (79;) +
Identificar se o valor do coeficiente a € positivo ou
negativo (719;) + representar graficamente +
utilizar um dos procedimentos do resumo
relacionado ao estudo do sinal da fun¢ao afim.

6 | Propriedades das Inequagdes (resolucao)
Teoremas para determinar o crescimento e
decrescimento da funcdo afim.

Representagdo gréficas no plano cartesiano.

© | Relacdo funcional (funcdo afim)

Fonte: préprio autor (2019)

A organizacgdo praxeoldgica utilizada pelo livro didatico valoriza a representagdo
algébrica sem fazer relacdo com a representacdo grafica, levando o aluno a entender que
sdo dois campos distintos sem conexdo, o que pode ocasionar dificuldades na
compreensdo dos conceitos e de suas aplicacdes. Na tentativa de diminuir as dificuldades
apresentadas e discutidas sobre o conceito de fun¢do, apresentaremos o nosso MER, que

fundamentard o PEP proposto para a compreensao da aplica¢do do conceito de funcao.

3.2. Modelo Epistemologico de Referéncia para o Conceito de Funciao na
Licenciatura em Matematica

O MER tem uma funcionalidade importante e essencial para a aplicacao dos
modelos didaticos de referéncia no papel de fundamentar e orientar. Para darmos uma
visdo detalhada do nosso modelo, apresentaremos a construcao da formulacdo do nosso
problema didético e os passos para sua construcdo. Para detalhar a construcdo do nosso
MER, apresentaremos os estdgios de modelacdo matemadtica, os niveis de modelacdo
funcional e a proposta desenvolvida por Lucas (2015) ao apresentar um MER direcionado
para o cdlculo diferencial elementar. O motivo de detalhar esses pontos tedricos € para
justificar a nossa proposta do MER para aplica¢do da no¢do de fun¢do, em um curso de

licenciatura em Matematica.
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3.2.1. Formulacao do Problema Didatico

A compreensdo do problema a ser enfrentado em qualquer drea € uma das
condic¢des para propor caminhos, com a finalidade de construir solu¢des. Os caminhos
escolhidos podem proporcionar rapidamente as solugdes ou, simplesmente, aumentar os
problemas. Por esse motivo, uma descri¢do detalhada do problema torna-se necessdria.
Nesse sentido, iremos caracterizar o nosso problema didatico, tomando por base as trés
dimensdes fundamentais apresentadas por Gascon (2011). A caracterizacdo estd
estritamente relacionada com o nosso MER, no qual fundamenta os caminhos escolhidos.

Gascon (2011) apresenta trés dimensdes relacionadas ao problema didatico, que
sdo: a epistemoldgica, a econdmica-institucional e a ecoldgica. Para o autor, as dimensoes
sdo fundamentais para definir os problemas de investigacao da diddtica da Matemadtica e
que se encontram relacionados a TAD. Para esquematizar o desenvolvimento do

problema didético, € utilizada a seguinte representagao:

{[(Po®P;) C P,] C P33} C Ps

Gascon (2011, p. 206) explica que Py, P, e P; sdo as dimensdes fundamentais do
problema didético, e que o P, tem um papel especial, pelo fato de representar a
formulagdo do problema inicial; problemas podem ter caracteristicas “pré-cientificas”,
que geralmente sdo visiveis e presentes em todos os problemas didaticos. O simbolo @
indica que o P, é incompleto, existindo a necessidade de ser adicionado a dimensdo
epistemoldgica P; para, pelo menos, ser considerado um problema. Entdo, a existéncia
s6 do P, ndo € suficiente para que seja caracterizado um problema. No caso de C, €
entendido como inclusdo, indicando que cada uma das dimensdes P; é logicamente
anterior a P; 1, caracterizando um hipotético desenvolvimento do problema. Finalmente,
0 Ps é denominado de problema didético, contendo as trés dimensdes fundamentais.

Para esclarecer o nosso problema didético, descreveremos cada tipo de dimensao
associado ao conceito de funcdo e com o nosso MER. O problema P, tem seu ponto de
partida a medida que o professor inicia um conteddo matemético junto a seus alunos; os
problemas sdo formulados sob a influéncia da cultura escolar existente, podendo ser
fundamentados nos documentos escolares, em que, muitas vezes, ndo sao questionadas

pelos professores. Nesse sentido, representaremos P, pela seguinte pergunta:
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Py (F): Como ensinar os alunos o conceito de funciao?

Ao propor o problema inicial, outros problemas especificos também podem ser
enunciados:

P'o(F): Como posso motivar os alunos a aumentar o interesse em estudar o
conceito de fun¢ao? Como utilizar os recursos das TIC para o ensino de fun¢do? Como
fazer com que cada aluno compreenda o conceito de fun¢ao?

Gascon (2011) destaca que todo problema didatico se inicia por um problema
construido pelo professor, no caso, por um problema docente.

A dimensio epistemoldgica P; estd ancorada em um modelo epistemoldgico de
referéncia (MER) que é provisério e, com base nele, pode-se analisar, construir ou
reconstruir as praxeologias presentes na instituicdo a ser analisada. Os modelos
epistemoldgicos de referéncia sdo hipéteses de trabalho, podendo ser constantemente
questionados e revisados, o que possibilita a andlise do saber matematico antes de ser
ensinado, no caso do conceito de fungdo. O modelo pode proporcionar uma visao dos
principais problemas de compreensao conceitual, e apresentar possiveis caminhos para a
solucdo desses problemas. Gascon (2011) destaca que a dimensao epistemoldgica € um
componente essencial na construcao do problema didatico, pelo fato de tratar de questdes
epistemoldgicas do saber em jogo, como também que ndo se desvincula das outras
dimensdes. Algumas perguntas relacionadas a dimensao epistemoldgica direcionada ao
conceito de funcido podem ser formuladas:

P;(F): O que é fungdo e qual a sua aplicagdo na Matematica? Como construir a
compreensdo do conceito de funcdo tomando por base o MER? Como relacionar a
dependéncia entre as varidveis de uma funcdo? Como proporcionar a compreensdo da
mudanca de registro de uma fun¢do? Como aplicar as defini¢des de funcio crescente ou
decrescente em qualquer tipo de funcdo?

Gascon (2011) comenta que a dimens@o econdmica-institucional gira em torno de
perguntas relacionadas as Organiza¢des Matematicas (OM) e as Organizagdes Didéticas
(OD) existentes em uma determinada instituicdo, como também desenvolve, experimenta
e analisa novas ODs. Ao introduzir novas ODs, existird a possibilidade de andlise dos
fatos didaticos produzidos no sistema docente, fatos ocasionados por essas novas ODs,

assim como a andlise de sua viabilidade. Lucas (2015) comenta, a esse respeito:
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Que as questdes relativas da dimensdo econdmica de um problema
didatico sdo as que se refere ao resultado produzido pela transposi¢do
diddtica (em um periodo histérico determinado) ao atuar sobre as
praxeologias matemaéticas e didaticas (LUCAS, 2015, p. 106) (traducado
nossa).

Consequentemente, temos as seguintes perguntas:

P,(F): Como ¢ interpretado e compreendido o conceito de fungdo nos cursos de
Licenciatura em Matemdtica atualmente? Como se apresenta a rigidez e a desarticulagdo
das OMs ao se abordar o conceito de fungdo nos cursos de Licenciatura em Matematica?
Quais as principais orienta¢des dos documentos oficiais ao tratarem do ensino de func¢do
na educacdo bdsica? Quais os principais momentos da transposi¢do diddtica quando o
conceito de funcdo passa da comunidade cientifica para a comunidade escolar? Quais
OMs e ODs sao utilizadas no ensino de funcio nas licenciaturas em Matematica? Quais
novas praxeologias podem ser utilizadas nas licenciaturas em Matemdtica ao se abordar
o conceito de funcao?

A dimensdo ecoldgica de um problema didatico possui questdes relacionadas as
restricdes e condicdes praxeoldgicas diante dos niveis de codeterminacdo didética. Os
niveis de codeterminagdo didatica (CHEVALLARD, 2001, 2002) permitem estudar e
compreender as influéncias e restricoes das OMs e ODs, criando condi¢des para
reestruturar e reorganizar as condi¢cdes de ensino e aprendizagem, a partir do nivel mais
genérico (civilizacdo) ao mais especifico (problema matemético). Gascén (2011, p. 219)
resume a dimensao ecoldgica de um problema didatico, a qual “envolve questdes que
pretendem indagar que tipo de restricdes e de que nivel provém, sdo cruciais para a
ecologia das praxeologias matematicas e didaticas”. Compreender as restri¢cdes e suas
origens € essencial para criar condi¢des ao desenvolvimento das praxeologias, isto €, a
sua existéncia e razao de ser. Portanto, temos as seguintes questoes:

P;(F): Quais sdo as restri¢oes que dificultam o desenvolvimento da Modelagdo
Funcional aplicado ao conceito de funcdo e que condi¢des sdo necessdrias para superar
essas dificuldades? Como construir e aplicar um PEP fundamentado no MER do conceito
de fun¢do? Quais as condi¢des necessdrias para aplicar um PEP? Quais restricdes podem
existir no desenvolvimento de um PEP direcionado ao conceito de funcdo? Quais os
meios e recursos necessarios para o desenvolvimento do PEP direcionado ao conceito de

funcgdo?
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Ao caracterizarmos as dimensdes do nosso problema didatico relacionado ao
conceito de fungdo, apresentaremos e aplicaremos um Percurso de Estudo e Pesquisa
diretamente fundamentado pelo Modelo Epistemolégico de Referéncia, no sentido de

proporcionar respostas as dimensdes, principalmente a dimensdo ecoldgica.

3.2.2. Construciao do Diagrama do Ensino do Conceito de Func¢ao

A organizagdo tedrica para a construc¢do do diagrama do conceito de fungido terd
por base o caminho seguido por Lucas (2015), ao propor o diagrama de atividade de
modela¢do funcional como esquema do MER. A proposta de Lucas (2015) é direcionada
para o conceito do célculo diferencial elementar, que utiliza a Modelagdo Matematica
(Chevallard, 1989; Gascon, 2001) e os niveis de Modelacao Funcional (Ruiz-Munzdn,
2010). A seguir, apresentaremos a ideia de cada base tedrica utilizada para a construgcao
do nosso diagrama, com a finalidade de esclarecer alguns pontos conceituais utilizados.
Ressaltamos que a tese de Lucas (2015) é direcionada para o calculo diferencial
elementar, que € uma ampliacdo da tese de Ruiz-Munzén. Em nosso caso, a pesquisa serd
direcionada para o ensino do conceito de funcdo para a Licenciatura em Matematica,

fundamentado o processo de aplicacdo do PEP proposto na pesquisa.

3.2.2.1. A TAD e o Processo de Modelacao Matematica

A Didatica da Matemadtica discute o processo de modelacdo matematica
destacando sua importancia e aplicacdo, o qual, no decorrer dessas discussdes, ocasiona
a sua ampliacdo conceitual, a exemplo da TAD. Barquero (2009) comenta dois pontos a
serem evitados, geralmente, ao se propor um problema diddtico: a andlise da dimensao
epistemoldgica e a andlise da dimensdo ecoldgica. As auséncias dessas andlises
proporcionam lacunas na compreensdo do conceito trabalhado e nas condi¢Oes de
aplicacdo das atividades matematicas propostas.

Para enfrentar o problema da auséncia das dimensdes, a TAD propde reformular
os processos de Modelacao Matematica, interpretando-os dentro de um modelo geral de
construcdo e divulgagdo dos conhecimentos matematicos nas instituicoes (BARQUERO,
2009). Nesse processo, a atividade matemdtica assume um papel essencial destacado por
Chevallard, Bosch e Gascon (2001), segundo os quais a atividade matematica tem a
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finalidade de construir um modelo matematico da realidade que se pretende estudar,
aplicando e analisando os resultados apresentados no processo, podendo servir para
questionar e rever as perguntas levantadas inicialmente. Constréi-se a ideia de que
“grande parte da atividade matematica pode identificar-se, portanto, como uma atividade
de modelacao matematica”.

Nesse sentido, a seguinte citacio de Barquero (2009) sintetiza a ideia da
modelacdo matemadtica no ambito da TAD:

Situar explicitamente no ambito da Teoria Antropoldgica do Didético
(TAD) para tratar a problemdtica da modelacdo matemadtica, supde
reformular os processos de modelagdo para interpretd-los dentro de um
modelo geral de construcio e ampliagdo institucional dos
conhecimentos matemadticos (BARQUERO, 2009, p. 61) (traducado
nossa).

A modelagdo matemdtica no ambito da TAD tem a funcdo de proporcionar a
constru¢do de atividades que articulem as organizagdes matematicas do saber em jogo,
possibilitando, de maneira progressiva, a sua ampliacdo.

Com a finalidade de organizar e representar as ideias da modelagdo matemaética
no ambito da TAD, Chevallard (1989) apresenta um esquema simplificado do processo
de modelacao elementar, descrito em trés etapas:

1) Definimos o sistema que queremos estudar, especificando os aspectos do
sistema a que nos propomos estudar e o simbolizando mediante um conjunto
de variaveis.

2) Construimos o modelo propriamente estabelecido e definimos as relacdes
entre as varidveis identificadas na primeira etapa. O modelo do sistema a
estudar € o conjunto destas relacoes.

3) Trabalha-se com o modelo definido, com o objetivo de produzir conhecimento
relativo ao sistema; esses conhecimentos tomam a forma de novas relacdes
entre as varidveis do sistema. Esta terceira etapa é sempre uma fase
propriamente matemadtica, e as etapas anteriores sdo competéncia do dominio

da realidade.

Tomando por base o esquema proposto por Chevallard (1989), Gascén (2001),
propdem-se quatro estagios para a modelacdo matemdtica, sem existir necessariamente

uma ordem a ser seguida:
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1° Estagio: Delimitacdo ou construcdo do sistema a modelizar em que formula
questdes problemdticas e conjecturas. E o ponto de partida da modelacio matematica,
constitui-se de uma situacao problematica que proporcionam formulacdes de perguntas e
conjecturas preliminares sem precisao, podendo identificar e formular provisoriamente

problemas matematicos.

2° Estagio: Constru¢do dos modelos e formulagdo das questdes iniciais. Envolve
a defini¢do ou a delimitag¢do do sistema provisério elaborado anteriormente, elaborando
o modelo matemadtico correspondente. Neste estidgio, propde-se a escolha de técnicas
proprias e mais precisas a serem utilizadas nas questdes propostas, € descrevem-se as

possiveis relagdes existentes no sistema.

3° Estdgio: Utilizar o modelo e interpretar. E o trabalho técnico dentro do modelo,
a andlise do trabalho e de seus resultados no sistema modelizado. Esse estdgio observa e

decide a melhor aplicacdo e adequagdo do modelo e de suas técnicas utilizadas.

4° Estdgio: Novo processo de modelacdo para novas questdes. Neste estagio,
existird a formulacdo de novos problemas, cujas resolucdes possibilitardo responder a
novos questionamentos relativos ao sistema dificilmente formulados antes da elaborac¢io

do modelo matematico, utilizando novas organiza¢cdes matemdticas € novos modelos.

3.2.2.2. Niveis de Modelacao Funcional (Ruiz-Munzén, 2010)

A modelagdo Matemadtica tem um papel importante no campo da didatica da
Matemética, no sentido de proporcionar bases conceituais, com a inten¢do de construir
caminhos que identifiquem as restricdes e proponham condi¢des para o desenvolvimento
do processo de ensino e aprendizagem da Matemética.

Seguindo essa ideia, os trés niveis de modelacdo funcional de Ruiz-Munzo6n
(2010) vém como proposta para superar as dificuldades e restricdes da vida escolar no
processo de algebrizacdo da Matemdtica. Essa modelacdo serviu de base para a
constru¢do do MER proposto por Lucas (2015), com a finalidade de apresentar uma

sucessao de praxeologias cuja complexidade e completude tornam-se crescentes, € cujo
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desenvolvimento toma por base os trés niveis de modelacdo funcional de Ruiz-Munzoén
(2010). Tais niveis estdo relacionados a modelizacdo de funcdes e seu desenvolvimento
€ progressivo. Em seguida, apresentaremos os trés niveis, de maneira que o leitor tenha a

ideia da sua funcionalidade:

1° Nivel: funcdes isoladas de uma tnica varidvel. Esse nivel inclui as equagdes
(ou inequacdes) associadas e as etapas de modelacdo algébrica propostas por Bolea
(2003), em que se procura responder as questdes que fazem referéncia a variacdo de uma
varidvel em funcdo da outra. A utilizagdo de técnicas sé algébricas é superada pela
necessidade de utilizac@o de técnicas novas, como a utilizacdo de representacdes graficas
para estudar as variacdes de crescimento, decrescimento, estudo do sinal etc.
Esse estudo detalhado da funcio permite analisar o seu comportamento em situagdes

particulares, proporcionando uma visao geral da sua funcionalidade.

2° Nivel: familia de funcdes de uma varidvel. Na limitacdo da compreensdo do
estudo dos simbolos presentes nas funcdes, privilegia-se o papel das incognitas e das
varidveis em detrimento da funcionalidade dos pardmetros e de sua aplicacdo. Essa
limitacdo dificulta o trabalho com as expressdes analiticas de funcdes elementares no
momento em que é abordado o estudo de familias de fun¢des, como modelos de sistemas
a serem utilizados em niveis diferentes de ensino. Ruiz-Munzén (2010) denomina o
segundo nivel como a materializacdo de modelos que se expressam precisamente através
das familias de fun¢des de uma varidvel e suas equacdes (ou inequagdes) paramétricas

associadas, deixando claro a distin¢g@o entre parametros e variaveis.

3° Nivel: familia de funcdes de duas ou mais varidveis. Segundo Ruiz-Munzé6n
(2010), esse nivel se materializa em modelos que se expressam através das familias de
funcdes de duas ou mais varidveis e suas correspondentes formulas associadas. O papel
dos parametros e das varidveis sdo substituidas pelo estudo das variacdes conjuntas das
duas ou mais varidveis de uma funcdo. O estudo, neste nivel, parte tomando por base os
modelos utilizados no segundo nivel, mas, para uma resolu¢do completa, necessitard de
desenvolvimento ou da utilizagdo de novas técnicas.

Na mudanga crescente dos niveis de modelacdo funcional (RUIZ-MUNZON,

2010), verifica-se a necessidade de utilizacdo de técnicas novas e, consequentemente, a
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presenca de outras tecnologias e teorias. Para representar os niveis, Lucas (2015, p. 30)

apresenta o seguinte esquema:

Figura 31 - Representag@o dos trés Niveis de Modelacdo Funcional

Fonte: Lucas (2015)

Na Figura 31, estdo representados os niveis (1, 5, 73) de modelagdo funcional
com as suas respectivas organizacdes matemdticas, e € apresentado o seu

desenvolvimento progressivo e crescente.

3.2.2.3. O Modelo Epistemolégico de Referéncia para o Ensino do Calculo
Diferencial Elementar

O trabalho de Lucas (2015) traz uma anédlise detalhada das condigcOes
institucionais necessarias para aplicar uma experimentacao através do Percurso de Estudo
e Pesquisa (PEP), para o ensino do célculo diferencial elementar, em um curso de
Licenciatura de Medicina Nuclear do ensino universitario portugués. O PEP proposto esté
sustentado pelo Modelo Epistemolégico de Referéncia (MER), no qual iremos abordar
algumas caracteristicas relacionadas a sua constru¢do proposta por Lucas (2015), com
base nos estagios de modelacao matemética (CHEVALLARD, 1989; GASCON, 2001) e
nos niveis de modelagdo funcional (RUIZ—MUNZON, 2010).

A constru¢do do MER, como sistema de referéncia provisorio, fundamentou os

diferentes recorridos matematicos; formulou-se, com precisdo, o seu problema de
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investigacao diddtica, interpretou-se a evolugao histdrica do papel do calculo diferencial
elementar da escola secunddria portuguesa, relacionando-o a modelac¢do funcional. Foram
formuladas as conjecturas relacionadas a incompletude e a desarticulacio das OMs em
torno da modelizacdo funcional, foram formuladas perguntas relacionados aos
documentos oficiais, para caracterizar a razdo de ser do sistema oficial portugués para o
ensino do calculo diferencial elementar como caminho a universidade, e constatou-se a
existéncia da falta de visibilidade escolar e da modelacdo funcional.

O MER proposto por Lucas (2015) apresenta diversas caracteristicas e
funcionalidades que partem de questdes epistemoldgicas do saber em jogo, até a andlise
da transposicdo didatica em todo o processo. O MER propde identificar as restricdes a
esse modelo e a construir condicdes para direcionar e fundamentar propostas
materializadas nos MDR que possam possibilitar meios para o processo de ensino e
aprendizagem; neste caso, o calculo diferencial elementar.

Em sua reformulacdo da no¢do da modelizacdo funcional e da ampliacdo dos
niveis de Ruiz-Munzén, Lucas (2015. p. 93) apresenta um esquema detalhado dos tipos
de tarefas como componentes dos quatro estidgios do processo de modelizagdo
matematica. O esquema do MER € apresentado através de um diagrama de atividades
chamado de atividade de modelizacdo funcional. O diagrama apresenta os diferentes
caminhos matematicos a serem utilizados na resolu¢do de uma questdo, relacionando
funcdes elementares discretas e continuas. No desenvolvimento do estudo, outras
questdes podem surgir, integrando o processo de modelacdo, e até reformular as ja

existentes, manifestando um “carater recursivo do processo de modelagdo matematica”.
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Figura 32 - Esquema proposto por Lucas (2015)
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algumas conjecturas. O segundo envolve a constru¢ao do modelo matemético. O seguinte



€ o trabalho técnico do modelo, a sua interpretacdo e a andlise dos resultados obtidos. E,
por ultimo, hd a formulagdo de novas questdes que vao conduzir a um novo processo de
modelagdo.

O diagrama estd dividido no campo discreto e continuo em que uma atividade
pode permitir o trabalho em um deles ou transitar de um campo para o outro, além de ter
atividades interligadas em campos diferentes. No decorrer do processo, as organizacoes
matematicas sdo utilizadas e desenvolvidas, e € apresentada uma completude e crescente

utilizacdo das técnicas, com a consequente mobilizacdo de novas tecnologias e teorias.

3.2.2.4. Diagrama de Atividades para o Ensino do Conceito de Funcao para
a Licenciatura em Matematica

O diagrama proposto que representa 0 MER para o ensino do conceito de fungdo
para a Licenciatura em Matemadtica também foi utilizado nesta pesquisa, para o estudo do
conceito da funcdo afim. O nosso MER possibilitard, em pesquisas futuras, a aplicacdo
das fun¢des quadréticas, exponenciais e logaritmicas, as quais sdo abordadas na disciplina
de Matematica Basica (ou fundamentos da Matematica) dos cursos de Licenciatura em
Matematica. O MER do ensino do conceito de fun¢do vem como uma possivel resposta
a incompletude e a rigidez das praxeologias adotadas no referido curso. A proposta toma
por base a modelagdo Matematica (CHEVALLARD, 1989; GASCON, 2001) e os niveis
de Modelacdo Funcional (Ruiz-Munzén, 2010), assim como a proposta do diagrama de
atividades de modelagdo funcional (LUCAS, 2015).

Para construir o nosso diagrama relacionado ao ensino do conceito de fungdo,
tomamos por base: o contexto histérico do seu surgimento; a sua apresentacdo e
abordagem nos documentos educacionais brasileiros; as dificuldades no seu ensino
apresentadas por alguns pesquisadores; a andlise praxeoldgica realizada no livro didético
Fundamentos’’ da Matematica Elementar; e a formulaco do problema didatico discutido
por Gascon (2011).

O estudo da evolucdo histérica do conceito de funcdo foi essencial para
representd-lo como uma constru¢do do homem, servindo para elaborar um percurso que

abordasse a construcao do conceito por etapas interligadas, buscando evitar a ideia de que

77 Fundamentos da Matemdtica Elementar vol. 1 (IEZZI; MURAKAMI, 2004)
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conceito nasce pronto. O estudo histérico foi igualmente importante para a andlise da
transposicdo diddtica do conceito para os livros didédticos, guiando-nos para a
identificacdo dos possiveis problemas no seu ensino.

Nos documentos educacionais oficiais brasileiros, as observacdes das propostas e
condugdes do ensino de fung¢do foram analisadas, com a finalidade de verificar como elas
se adequam ao que propde o sistema de educacdo do Brasil, principalmente na
Licenciatura em Matemdtica. Os documentos orientam e sugerem que o conceito de
funcdo necessita ser compreendido e aplicado em outros temas mateméaticos, como
também em outras areas de conhecimento (BRASIL. 1998, 2000, 2006, 2017). Assim,
deve-se trabalhar, de forma efetiva: a compreensao e a funcionalidade da varidvel e da
incognita; a utilizacdo de situagdes-problemas; as suas diversas representa¢des no grafico
cartesiano e algébrico; a sua relaciao na proporcionalidade direta e inversa; as relagdes de
dependéncias entre as varidveis; e sua relacdo com outros conceitos abordados no ensino
superior.

Em relagdo as dificuldades no ensino de fun¢do, a sua identificacao foi necessaria
para propormos outra alternativa de ensino, a fim de combater: a discussdo superficial do
conceito e a falta de conexdo entre as suas representacdoes (ESPITA; CRUZ; OCHOA,
2011); a dificuldade em relacionar os tipos diferentes de registros (LOURENCO;
OLIVEIRA, 2014); a falta de compreensdo da dependéncia entre as varidveis
(TEN()RIO; PENNA; TEN()RIO, 2015); a dificuldade em relacionar o conceito de
Funcdo como fundamental e 16gico-histérico, sem uma relagdo com os problemas do
cotidiano (NEVES; RESENDE, 2016); e a dificuldade em compreender a funcionalidade
dos simbolos matemaéticos relacionados ao conceito de funcao (LIMA, 2014).

A anélise praxeoldgica do conceito de funcdo e de fun¢do afim, abordados no livro
indicado, nos possibilitou observar alguns problemas encontrados: repeti¢do excessiva de
técnicas; apresentacdo superficial do conceito; falta de articulagdo entre os conceitos e
suas representacdes; excesso de simbolos matemdticos sem uma discussdo da sua
funcionalidade; utilizacdo inadequada de problemas; e valorizacdo da representacdo
algébrica. Alguns destes problemas foram relacionados as dificuldades levantadas pelos
pesquisadores, nos quais utilizamos estas informagdes para elaborarmos o nosso MER,
no sentido de combater estas dificuldades.

Por dltimo, na esquematizacdo geral do nosso quadro, tomamos por base a

formulac¢do do problema didatico discutido por Gascon (2011), considerando: a dimensdo
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epistemoldgica para a formulacdo do nosso problema didético, relacionado ao ensino de
funcdo; sua dimensdo econdmico-institucional, abordando as OMs e ODs; e a dimensao
ecoldgica, identificando as restricdes para construir as condi¢des do sistema didético.
Portanto, para a constru¢cdo do nosso MER foi importante a contextualizacao
histérica do conceito de funcdo, a sua apresentacdo nos documentos educacionais
brasileiros, as pesquisas relacionadas ao seu ensino e a identificacdo das praxeologias
presentes no livro didatico utilizado em muitas licenciaturas em Matematica. Com estas
informacdes, propormos um esquema que tenta diminuir as dificuldades no ensino da
no¢ao de fung¢do, na Licenciatura em Mateméatica como uma outra alternativa de ensino.
A seguir, apresentamos a nossa proposta de esquema para o nosso MER,

representado pelo seguinte diagrama:

Figura 33 - Diagrama de Atividades da Nocao de Fungéo
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Fonte: préprio autor (2019)

Este diagrama estd organizado em dois principais campos: o continuo e o discreto.
A determinacdo inicial do tipo de dados a serem utilizados nos conduzira pelos caminhos
possiveis apresentados no diagrama. Os “retdngulos” sdo as possiveis tarefas que os
alunos deverdo utilizar durante o processo; estao identificadas com as acdes e agrupadas

por cores, como por exemplo: as que possuem a cor azul estdo ligadas as tarefas que tém
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como objetivo a constru¢do de modelos. Os losangos representam decisdes a serem
tomadas pelos alunos no decorrer do processo, os circulos sao questdes desenvolvidas e
suas derivadas. Destacamos que o diagrama representa um esquema provisorio que pode
ser alterado no decorrer do processo ou por sugestdes apresentadas pela comunidade de

professores ou pesquisadores.

3.2.2.4.1. Descricao das Atividades do Diagrama de Atividades de Funcoes
Elementares

Descreveremos as atividades buscando detalhar as tarefas e questdes que fazem
parte do diagrama, com a finalidade de compreender as fases para a construcido e
aplicacdo dos modelos a serem utilizados, assim como os possiveis caminhos seguidos na
resolucdo da questdo principal (ou geratriz). Optaremos por descrevé-los, a partir dos
estdgios da modelacdo funcional, explicando os pontos de questdes e atividades inseridas

em cada um, e tomando por base algumas defini¢des apresentadas por Lucas (2015).

Primeiro Estagio de Modelacao Funcional: construcao do sistema a

modelizar

Primeiramente apresentaremos a questdo problematica representada pela questao
geratriz (Qy). Ao iniciar um processo de estudo em que existem vdrias questdes
problemadticas, nem sempre essas questdes sdo precisas, existindo a possibilidade de
serem geradas outras questdes derivadas (Q4, Q3 Qs, ... ), com diferentes caminhos para a
resolucao do problema inicial. Eis alguns exemplos das questdes problematicas iniciais:
Como representar genericamente o sisttma de aposentadoria atual? Como prever o
aumento populacional de uma determinada cidade? Como representar e articular, de
maneira viavel, o fluxo dos carros de um bairro? Como prever o consumo de alimentos
de uma escola?

Em seguida, temos a delimitag¢do do sistema e o levantamento de hipdteses. Nesse
ponto, existe a escolha de qual sistema serd utilizado e das varidveis presentes e que sao
pertinentes para responder a questdo geratriz, especificando-se qual varidvel serd

dependente da outra. Nesse momento, as hipéteses sao formuladas sobre o sistema que

sera utilizado relacionado as variaveis a serem utilizadas.
157



Segundo Estagio de Modelacao Funcional: constru¢ao do modelo

Nesse segundo estdgio, existe a defini¢do da utilizacdo dos dados continuos ou
discretos. Dados continuos sdo relagdes entre varidveis que podem ser do tipo funcional,
representadas e condicionadas aos dados presentes no problema, ou uma descri¢ao verbal
da relacdo. No caso dos dados discretos, estdo condicionados a variacdo dos dados
mediante um nimero finito de valores da varidvel dependente com os valores prefixados

das variaveis independentes.

Partindo de Dados Continuos

Caso os dados sejam continuos terd que se responder a seguinte pergunta:

Os dados permitem construir o modelo funcional?

Se a resposta for “ndo”, existird a necessidade de propor novas questdes que
apresentem novas varidveis no sistema e, consequentemente, novas hipdteses irdo
surgindo, levando ao inicio do processo.

Se a resposta for “sim”, parte-se para a construcdo do modelo a partir das
informacdes apresentadas no problema, ou, simplesmente, o modelo € apresentado. Com
o modelo da func¢do continua definida, parte-se para a sua constru¢ao grafica. Caso exista
a necessidade de mais informacdes relacionadas ao sistema funcional definido, outro
caminho € realizado, identificando-se e se analisando o dominio e a imagem, o seu
crescimento e decrescimento, o que pode desdobrar-se para o estudo do sinal e dos seus
pontos maximos e minimos, o estudo dos termos para estudar a familia de fun¢des; na
necessidade de reformulacdo da representacdo algébrica ou geométrica da funcdo

continua, pode-se retornar a atividade da constru¢do do modelo funcional.

Partindo de Dados Discretos
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Com os dados discretos apresentados, no problema inicia-se com a organizagao
dos dados e valores que constam no enunciado, na tentativa de representd-los, utilizando-
se tabelas ou quadros de informagdes; os dados, em sua maioria, sdo finitos e com valores
discretos, buscando uma regularidade e a definicdo da dependéncia entre as possiveis
varidveis.

Com o0 modelo numérico organizado, utilizam-se os dados para construir um
modelo grifico possivel. Nessa atividade, a utilizacio do GeoGebra ou de qualquer
software que venha auxiliar na construcdo do grifico serd uma ferramenta importante no
processo.

A atividade seguinte formulara hipéteses sobre os modelos construidos; no caso,
o numérico e o grafico, ocasionando na seguinte pergunta: O tipo de funcdo foi
identificado? Caso a resposta seja afirmativa, parte-se para a construcdo do modelo
algébrico. Caso seja negativa, parte-se para o levantamento das funcdes possiveis,
realizando a comparagdo entre elas, até a escolha da possivel fun¢do que representa a
situacdo ligada ao problema. Com isso, chega-se a mais uma pergunta: A funcdo é
adequada? Se a funcao € adequada, parte-se para a constru¢do do modelo algébrico. Caso
contrdrio, formulam-se novas hipdteses a partir da representacdo numérica e gréfica,
repetindo o processo anterior.

Com o modelo algébrico definido a partir de dados discretos, existe a
possibilidade de se seguir um caminho para determinar o seu dominio € imagem, se €
crescente ou decrescente. Porém, ao chegar nesse ponto do processo, pode-se transformar
uma funcdo com dados discretos em uma fun¢do continua, com o auxilio de software, a
exemplo do GeoGebra. Com a funcdo continua definida, pode-se realizar o estudo do
sinal, identificando os pontos maximos e minimos, pode-se analisar os termos da fung¢do,

com a possibilidade de escolher o tipo de modelo (familia de fungdes).

Terceiro Estagio de Modelacdo Funcional: utilizacio do modelo e

interpretacao dentro do sistema

Com a definicdo do modelo a ser utilizado, parte-se para a sua utilizagdo
explicitando o trabalho técnico dentro do modelo e a andlise do trabalho de seus
resultados no sistema modelado. Esse estdgio analisa e decide a melhor aplicacdo e

adequacdo do modelo e de suas técnicas utilizadas.
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Construida a representagdo grafica e algébrica, busca-se responder diretamente a
questao geratriz e as suas derivadas, comparando as técnicas e interpretando os resultados.

Pode-se, entdo, iniciar o ciclo novamente, a depender dos resultados adquiridos.

Quarto Estagio de Modelacio Funcional: novo processo de modelacao para

novas questoes

Com os resultados e as interpretagdes do trabalho desenvolvido com base no
modelo funcional proposto, serdo geradas novas questdes (Qq, Q2 Qs, ... ) a partir da Q,
redefinindo novas técnicas matemadticas e, consequentemente, um novo discurso
tecnologico- tedrico, a exemplo da necessidade de trabalhar com familias de fungdes com
mais de um parametro, com base em novos modelos (FONSECA; GASCON; LUCAS,
2014). Da existéncia de novas varidveis delimitando um novo sistema surgird a
necessidade de formular novas hipéteses, reiniciando o processo.

O modelo epistemoldgico de referéncia para o ensino da nocao de funcao proposto
estd voltado para a Licenciatura em Matematica. Busca-se, através de sua utilizacdo,
promover a compreensao do conceito de funcdo e de sua aplicacdo nas diversas situacoes
de ensino. A sua proposta estd inicialmente direcionada ao ensino do conceito de funcdo
e de fungdo afim, existindo a possibilidade de, futuramente, ser aplicada as funcdes
quadraticas, exponenciais e logaritmicas, caracterizando as funcdes elementares. A
seguir, iremos discutir a nossa abordagem metodolédgica, apresentando alguns elementos

conceituais relacionados a aplicacido do PEP.
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Capitulo IV: Percurso Metodolégico

Neste capitulo iremos apresentar e discutir alguns pontos do nosso desenho
metodoldgico, destacando: a abordagem da pesquisa; local e sujeitos; os instrumentos
utilizados para coleta dos dados; a estrutura da proposta aplicada do PEP; os momentos
da aplicagdo do dispositivo didético; e os elementos utilizados na andlise dos dados.

Antes de descrevermos os pontos de nossa abordagem metodolégica, vamos
relembrar o nosso objetivo geral de pesquisa, que € analisar as influéncias na formagao
do professor de matemadtica e o processo de ensino e aprendizagem na aplicacdo do
Percurso de Estudo e Pesquisa, observando as suas praxeologias e suas possiveis rupturas
de contrato diddtico em uma disciplina de Matemadtica bésica da licenciatura em
Matematica ao abordar o conceito de fungao.

Para auxiliar a nossa pesquisa temos os seguintes objetivos especificos:

» Identificar e analisar as organizacdes matemadticas e didaticas do professor da
disciplina de Matemadtica bésica durante a aplicacdo do Percurso de Estudos e
Pesquisa no processo de compreensio e aplicacdo do conceito de fungao;

» Identificar as organizagdes matematicas dos alunos da disciplina de Matematica
basica durante a aplicacdo dos Percursos de Estudos e Pesquisa no processo de
compreensdo e aplicacdo do conceito de fungio;

» Analisar os contratos didaticos estabelecidos, as suas negociacdes, as suas
renegociagdes, os seus efeitos e as suas possiveis rupturas na aplicacdo dos
Percursos de Estudos e Pesquisa no processo de compreensdo do conceito de
funcdo na disciplina de Matematica bdsica;

» Analisar a aprendizagem do conceito de func¢do na aplicacdo do Percurso de
Estudo e Pesquisa na disciplina de matemdtica basica da licenciatura em
matemadtica, utilizando o ciclo de solu¢do de problemas fundamentado na
psicologia cognitiva, como também, os possiveis insights durante as mudangas

das organizacdes matematicas.

Para alcancar os objetivos propostos, utilizamos a Teoria Antropoldgica do
Didatico (CHEVALLARD, 1996), a Teoria das Situagdes Didaticas (BROUSSEAU,
1986) e o Ciclo de Solucdo de Problemas (PRETZ; NAPLES; STERNBERG, 2003;
STERNBERG; STERNBERG, 2017). No caso da TAD, tivemos uma aten¢do maior para
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os tipos de praxeologias, o Modelo Epistemolégico de Referéncia (MER) e o PEP,
observando a possivel evolucdo praxeoldgica ao aplicarmos o dispositivo diddtico. A
TSD teve como foco a identificagdo dos contratos didaticos estabelecidos, os seus efeitos
e as possiveis rupturas diddticas que surgiram durante a aplicacdo do PEP. No do CSP,
centralizamos as andlises nos passos sugeridos e nos insights que podem surgir ao se
depararmos na resolu¢do de um problema. Ressaltamos, que a partir dos elementos
tedricos apresentados em nosso trabalho buscamos estabelecer relagdes entre as teorias
para fundamentar os nossos instrumentos de andlises utilizados. Para a coleta dos dados
foi aplicado o PEP em duas turmas diferentes na disciplina de Funcdes I pelo mesmo
professor, nos quais caracterizamos em dois estudos empiricos: no primeiro, foi
observado tomando por base os elementos teéricos da TAD e do CD; e no segundo, foi
acrescentado o CSP nas andlises. No decorrer dos tépicos seguintes iremos detalhar o

nosso caminho metodolégico, descrevendo os procedimentos e instrumentos de anélise.

4.1. Abordagem da Pesquisa

O desenvolvimento do conhecimento cientifico € direcionado para a construcao
de ideias exequiveis, ocasionando em aplicagdes tedricas ou/e praticas na busca de
resolver os problemas gerais ou especificos da humanidade nas diversas dreas de
conhecimento. Para tanto, o aprofundamento das teorias ou nocdes ja existentes torna-se
um caminho as ser explorado como um dos objetivos de fundamentar a aplicagdo pratica,
como também, a tentativa de buscar uma proximidade tedrica de dreas diferentes que
existem hoje consolidadas cientificamente. A tentativa de buscar uma convergéncia de
teorias diferentes, ndo significa que existird uma outra a partir da jun¢do, mas podemos
entender também que € uma unido de ideias para buscar uma solucao parcial ou total de
um determinado problema. Dentro do campo da didatica da matematica podemos
exemplificar as convergéncias de ideias que existem, como por exemplo: a engenharia
didética com a teoria das situacdes diddticas; ou com a teoria antropolédgica do didético,
nas quais trazem elementos importantes para a discussdo referente a didatica da
matematica.

Em uma escala bem menor, para a conducdo de nossa pesquisa apresentaremos

alguns pontos de convergéncia tedrica da Teoria Antropolégica do Didatico (TAD),
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especificamente do percurso de estudo e pesquisa (PEP) com o ciclo de solucdo de
problemas (CSP) fundamentado na psicologia cognitiva, auxiliado com alguns elementos
que fazem parte do contrato diddtico. Destacamos, que ndo € a inten¢ao buscar uma unidao
tedrica mais ampla, mas elementos preliminares para complementar a nossa
fundamentagdo tedrica, e consequentemente, construir uma base para a nossa analise de
modo que responda as nossas questdes de pesquisa.

A nossa pesquisa seguiu referéncias de uma abordagem qualitativa, na qual existe
a perspectiva da descri¢ao das complexidades do problema com uma andlise das varidveis
e de sua atuacdo, possibilitando uma compreensdao e classificacdo dos niveis de
problematizacdo, obtendo uma ideia da situagdo em questdo. Segundo Oliveira (1997),

explica:

As pesquisas que utilizam a abordagem qualitativa possuem a facilidade
de poder descrever a complexidade de uma determinada hipétese ou
problema, analisar a interacdo de certas varidveis, compreender e
classificar processos dindmicos experimentados por grupos sociais,
apresentar contribui¢des no processo de mudancga, criacdo ou formacgao
de opinides de determinado grupo e permitir, em maior grau de
profundidade, a interpretacao das particularidades dos comportamentos
ou atitudes dos individuos. (OLIVEIRA, 2002, p. 117).

Acrescentamos que a nossa pesquisa foi dada énfase em todo processo, refletindo
e analisando os acontecimentos e ndo no produto final ou nos resultados. André (1995)
reforca a ideia de uma metodologia que busque uma interpretacdo dos acontecimentos
dos objetos pesquisados, € ndo uma mensuracdo dos fatos. Procuramos ndo apenas
identificar as praxeologias do professor e dos alunos, ou mesmo observar os elementos
do contrato didatico que foram estabelecidos, como também, apenas identificar os passos
da solucdo de problemas e seus possiveis insights, mas analisar o processo de aplicacao
do PEP de maneira conjunta, no sentido de compreender as suas particularidades. Bogdan
e Biklen (1994, p. 49), apresentam algumas caracteristicas sobre a pesquisa qualitativa,
na qual uma delas € que “os investigadores qualitativos se interessam pelo processo do
que simplesmente pelos resultados ou produtos”.

A nossa conducdo metodolégica também tomou por base as abordagens propostas
pelo PEP, como também, outras pesquisas realizadas na area da didatica da matematica,

nas quais citamos algumas: Almeida (2016), que analisou as relacdes entre o contrato
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didatico e as organizacdes matemadticas e didaticas, no qual utilizou uma abordagem
qualitativa de cunho etnogréfico; Silva (2016), teve como objetivo identificar as relacdes
institucionais esperadas e existentes para o ensino e a aprendizagem das nocdes de areas,
de perimetro e de suas relacdes, utilizando uma abordagem qualitativa auxiliadas por
técnicas de andlise documental, estudos de multiplos casos e a engenharia didética do
PEP; Santos Junior (2017), elaborando e propondo analisar atividades baseadas em um
PEP, relacionadas as necessidades dos profissionais dos cursos superiores de tecnologia,
na drea de gestdo e negdcios, no ensino das nocdes de juros simples e compostos, com 0s
resultados construidos tomou por base uma anélise ecoldgica dentro do contexto da TAD,
desenvolvendo um modelo epistemoldgico de referéncia para verificar o dominio da
matematica financeira relacionado aos pontos discutidos na pesquisa.

Complementando a nosso condug@o metodoldgica, tomamos por base também:
Barquero (2009), aborda o problema da ecologia do ensino universitario da modelizagado
matematica, analisando os restricdes que dificultam as condi¢des das atividades de
modelacdes matemadticas, aplicando e utilizando os principios tedricos do PEP para
realizar as suas andlises; Lucas (2015), realizou uma andlise das condi¢des institucionais
que sdo necessdrias para aplicar um PEP para o ensino do cdlculo diferencial elementar
em um curso de licenciatura de medicina nuclear, na qual construiu um modelo
epistemolégico de referéncia que gerou um diagrama de atividades de modelizacdo
funcional que fundamentou a andlise e aplicacdo do PEP proposto; Cavalcante (2018),
com o objetivo de caracterizar o lugar do sujeito cognitivo da TAD, tomando por base
uma perspectiva da cognicdo como fendmeno situado no contexto institucional ao se
estabelecer um sistema didédtico em torno do ensino de probabilidade na licenciatura em
matematica, utilizando uma abordagem qualitativa nas andlises de sua pesquisa. Portanto,
estas e outras pesquisas consolidaram o caminho metodoldgico escolhido em nossa

pesquisa.

4.2. Local e Sujeitos da Pesquisa

O local da pesquisa e a escolha dos sujeitos foram direcionados considerando dois
pontos: o primeiro foi a modalidade do curso de matemdtica, no caso licenciatura; o outro

ponto foi a disponibilidade da institui¢do em ceder o ambiente de pesquisa, como também

do professor e de seus alunos a participarem como sujeitos de maneira voluntéria.
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A finalidade da escolha do curso de Matematica na modalidade de licenciatura,
estd diretamente ligada aos nossos objetivos de pesquisa e também por nosso MER esta
desenhado para ser aplicado para o conceito de funcdo nos cursos de licenciatura em
Matematica. Apds conversa em lécus com os responsaveis explicitando e explicando todo
o processo de realizacdo e a finalidade da pesquisa, eles disponibilizaram as aulas e os
espacgos necessdrios na instituicao.

Os sujeitos de nossa pesquisa foram o professor e seus alunos da disciplina de
Funcdes I do terceiro semestre da Licenciatura em Educagdo do Campo com habilitagao
em Matemdtica’. A licenciatura é um dos cursos superiores do Campus de
Canguaretama do Instituto Federal do Rio Grande do Norte, localizado na cidade de
Canguaretama do estado do Rio Grande do Norte (RN). O campus possui trés cursos
técnicos integrados (eletromecénica, eventos e informdtica), dois cursos técnicos
subsequentes (eventos e mecanica) e dois cursos superiores: Tecnologia em gestdo de
turismo e licenciatura em educacdo do campo com habilitacdo em ciéncias humanas e
sociais ou matematica.

O curso de licenciatura tem uma duragdo de 4 (quatro) anos com carga hordria de
3.314 horas, com o objetivo de formar professores para atuar nas escolas do campo dos
anos finais do ensino fundamental e no ensino médio nas dreas de ci€éncias humanas e
sociais ou de Matematica, para atuar também em espacos nao-escolares no campo.

O professor participante da pesquisa € licenciando em Matemaética e tem mestrado
profissional em Matematica pelo PROFMAT e foi escolhido por lecionar na disciplina
que o conceito de funcdo € abordado, como também, disponibilizou o espaco em suas
aulas para realizar a pesquisa. Os alunos foram os matriculados na disciplina de Funcdes
I, nos quais residem na cidade de Canguaretama — RN e nas cidades circunvizinhas.
Ressaltamos que o professor e os alunos se disponibilizaram para a pesquisa de forma
voluntdria.

A disciplina faz parte da matriz curricular do curso de Licenciatura em Educacio
do Campo com habilitacio em Matemadtica e apresenta em sua ementa o conteudo de
funcdo. A disciplina tem uma carga horaria de 60 horas (4 créditos) com o objetivo de

operacionalizar conjuntos, utilizar o conceito de fun¢do na modelagem em situagdes do

78 Segundo o Ministério da Educacio e Cultura (MEC) do governo brasileiro, as licenciaturas em educaco
do campo, tem o objetivo de “apoiar a formacao inicial de professores em exercicio na educagdo do
campo e quilombola, assegurando condicdes de acesso aos cursos de licenciatura destinados a atuagio
docente nos anos finais do ensino fundamental e no ensino médio.”(MEC, 2019).
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cotidiano, identificar, analisar e aplicar a representacdo grafica em tendéncias conceituais
socio-econdmicos e cientificos. Durante as aulas os conteidos de conjuntos, no¢do de
funcdo, funcdo afim, quadritica e modular devem ser abordados nos momentos
denominados de: tempo-espaco-académico, que sdo as aulas presenciais; no tempo-
espaco-comunidade, que sdo os momentos realizados nas comunidades; € no tempo-

espaco-retorno, sao as socializa¢des das atividades aplicadas nas comunidades.

4.3. Instrumentos de coleta de dados da Pesquisa

Na coleta dos dados utilizamos filmagens, gravacdes de dudio, protocolos e o
caderno de anota¢des. Em seguida faremos uma breve descri¢do de cada meio de coleta
e de seus pontos de andlise.

Para as filmagens utilizamos duas cameras posicionadas em angulos diferentes:
uma focada no professor e no quadro, posicionada no final da sala no lado esquerdo; a
outra focada nos alunos posicionada na frente da sala no lado direito.

Para captacdo dos dudios foram utilizados trés gravadores: um posicionado na
mesa do professor, posicionando-se no centro da sala; outro no lado esquerdo da sala e o
outro no lado direito. A imagem 19, representa o posicionamento dos instrumentos de

coletas de imagens e sons:
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Figura 34 - Composi¢do dos Instrumentos de Pesquisa

SALA DE AULA

QUADRO
. FILMADORA 1

MESA DO
PROFESSOR

GRAVADO

GRAVADOR 3

FILMADORA 2

Fonte: préprio autor (2019)

O posicionamento das cameras e dos gravadores eram fixados antes do inicio das
aulas, no qual o posicionamento dos gravadores era adequado de acordo com os lugares
que os alunos sentavam antes do inicio da aula.

As filmagens e gravacdes de dudio auxiliaram nas andlises relacionadas a alguns
pontos a serem observados da teoria das situagdes diddticas, especificamente o contrato
didético, ruptura de contrato e os seus possiveis efeitos que possam emergir durante a
aplicagdo do PEP. Buscamos identificar os contratos didaticos estabelecidos no inicio do
processo e os novos que poderiam surgir durante a aplicacdo do dispositivo didatico,
assim como os momentos de rupturas, observando se 0s novos contratos sdo gerados a
partir dos antigos ou sdo formulados outros sem relacdo com os antigos. Nesse processo
a identificacdo dos efeitos de contrato durante o processo nos auxiliaram para analisar a
conduta do professor e dos alunos frente esse novo dispositivo didédtico, observando
também, a sua mudanga praxeoldgica durante o processo. As imagens e as gravacoes de
vozes, também nos auxiliaram na andlise do ciclo de solu¢do de solucdo de problemas,

analisando as estratégias utilizadas pelo professor e por seus alunos, verificando as suas
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falas e registros que aparecerem nas imagens, na qual foram incorporadas para uma
andlise conjunta.

Os protocolos relacionados a resolugdes individuais e coletivas das questdes
foram coletados e analisados, assim como, o desenvolvimento na busca da resposta
satisfatoria da questdo geratriz. Foi estimulado aos alunos a deixarem registrados todo o
procedimento o mais detalhado possivel para identificarmos a praxeologia inicialmente
utilizada e suas mudancgas, como também, os procedimentos de resolu¢do utilizados para
verificar a sua relagdo como o ciclo de solucdo de problemas. No decorrer da aplicagao
do PEP, os alunos utilizaram o software chamado de GeoGebra para auxiliar nas suas
resolucdes.

Em relacdo ao caderno de anotacgdes, teve a finalidade de registrar todos os
momentos relevantes da pesquisa, principalmente descrevendo acontecimentos que a
filmagem e a gravacdo de &udio ndo deixaram claro, como também, relacionando
momentos das aulas com pontos das teorias utilizadas na pesquisa.

A coleta e andlise dos dados aconteceram em todo o periodo de aplicagdao do PEP,
registrando todos os pontos relevantes que possam complementar e auxiliar nas
conclusdes da pesquisa. Todos os instrumentos utilizados, possibilitou ter uma anélise do
nosso MER, da nossa proposta do PEP, do processo de ensino e aprendizagem do conceito
de funcdo e das possiveis influéncias do PEP na formagao do professor na disciplina de

Funcgoes 1.

4.4. A Estrutura do Percurso de Estudo e Pesquisa para Func¢io Afim

O Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP) € formado por um conjunto de Atividades
de Estudo e Pesquisa (AEP), que buscam desenvolver a compreensdo das técnicas
utilizadas e desenvolvidas durante o processo de aplicacio do PEP, proporcionando
crescimento das organizacdes matemdticas (OM). O nosso PEP foi aplicado abordando o
conceito de funcao afim, fundamentado pela nossa proposta de Modelo Epistemolégico

de Referéncia (MER) de funcao para o curso de licenciatura em Matematica.
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4.4.1. Descricao do PEP na Disciplina de Funcoes I

O material utilizado para aplicacdo do PEP consta: da ficha diagnostica; da ficha
de trabalho e da questdo geratriz a ser desenvolvida. Esse material foi direcionado ao
aluno da disciplina de Fungdes I do curso de licenciatura da educagdao do campo na
habilitagdo em Matemdtica. No desenvolvimento desse material os percursos
matematicos (PM) foram desenvolvidos juntamente com o MER, com a finalidade de
serem utilizados como referéncia na resolucdo da questdo geratriz. No caso das fichas, a
sua elaboragdo foi fundamentada nos livros didaticos de Guidorizzi (2011), lezzi e
Murakami (2004), Lima; Carvalho; Wagner e Morgado (2004), Morettin; Hazzan e
Bussab (2003) e Tinoco (2009), que foram direcionadas para rever as técnicas usuais e
outras técnicas mais elaboradas para auxiliar nas resolucdes das questdes apresentadas.
Em seguida, vamos apresentar de maneira detalhada as fichas utilizadas e a questdo

geratriz com O percurso matematico proposto.

4.4.1.1. Ficha diagnéstica

Ao propor a aplicacdo da ficha diagndstica com 8 itens aos alunos de maneira
individual, buscamos identificar as técnicas utilizadas na resolucdo. A ficha consta da
identificacdo gréfica de uma funcao, do valor numérico de sua imagem a partir de uma
funcdo dada, da simplificacdo de expressao algébricas ou numéricas, da identificacdo do
dominio e da imagem, da identificacdo se € crescente ou decrescente, da construgcdo da
representacao algébrica e grafica de uma fungao a partir de dados discretos, da construc¢ao
da representacdo algébrica e gréfica de uma funcdo a partir de dados continuos, assim
como, partindo de dados discretos para uma funcio continua. A seguir apresentaremos

cada item da ficha diagnostica com sua justificativa:

1) Quais das seguintes relacdes de R em R, representadas abaixo sdo fungdes?
Justifique a sua resposta.
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Esse item busca identificar no aluno a sua capacidade de reconhecer a
representacio grafica de uma funcao nas suas diferentes formas. A justificativa dos alunos
pode deixar claro as possiveis dificuldades que existe na compreensao de aplicacdo do

conceito, assim como, na utilizac¢do de técnicas de reconhecimento.

2) Seja f uma funcdo de R em R definida por f(x) = x? — ;—C + 4, calcule:

2) f(3) DO  of(3)  DfE5)

O item ao propor que determine ou calcule o valor numérico da imagem de uma
funcdo, faz a relagdo da correspondéncia entre os elementos do dominio com os da
imagem, relacionando um tnico elemento do dominio para um elemento da imagem. Ao
realizar a substitui¢do o aluno terd que resolver uma expressao numérica, utilizando uma

técnica aparentemente nao relacionada ao contetido de fungao, mas necessaria.

3) Observe a sequéncia de triangulos formados por palitos

L N L \ £ NG \see
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a) Quantos palitos sdo necessdrios para montar quatro triangulos?

b) Quantos palitos sdo necessdrios para montar sete triangulos?

¢) Qual a expressao que fornece a quantidade de palitos para uma sequéncia com um
ndmero n qualquer de triangulos?

Neste item, trata de um problema que solicita para determinar a quantidade de
palitos para construir tridngulos, come¢a com um tridngulo e vai crescendo a sua
quantidade até um ndmero qualquer de triangulos. A partir das informag¢des do item o
aluno terd que determinar quem estar em fun¢cdo de quem, para iniciar a construcdo da
representacao algébrica. Outro ponto a ser identificado pelo aluno € a utilizacdo de dados

discretos.

4) O seguinte retangulo tem lados BD = 6 cm e €D = 3 cm. Considere um ponto
E, cuja posi¢do varia do ponto A até ao ponto C.

= C
Ao ® ®

/

4

D
B @

a) Se adistancia de A até E for 1,0 cm, qual a drea do tridangulo ABE?
b) Se a distancia de A até E for 2,3 cm, qual a drea do triangulo ABE?
¢) Qual o valor mdximo que a drea do triangulo ABE pode obter?
d) Qual o valor minimo que a drea do tridangulo ABE pode obter?

e) Qual a expressdo para a drea do tridngulo ABE em func¢ao da distancia de A
até E?

f) Qual arepresentagdo grafica da drea do triangulo ABE em fun¢do da distancia
de A até E?

Este item, jd necessita de técnicas mais elaboradas em relacdo aos itens anteriores.
Solicita inicialmente o valor da drea em casos particulares, assim como a drea maxima e
minima possivel, em seguida a expressao algébrica e grafica em fun¢do da distancia do

ponto A em relacdo ao ponto E. O seu dominio e sua imagem s3o nimeros reais com
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intervalos definidos, necessitando a utiliza¢do de outras técnicas até entdo ndo utilizadas
na ficha diagnostica. O objetivo desse item é o uso de dados continuos para determinar

as representacdes da fungdo continua.

5) O numero de habitantes de uma cidade € hoje de 15.000 e cresce a uma taxa de
2,5% ao ano.
a) Qual o nimero de habitantes daqui a 5 anos?
b) Qual o nimero de habitantes a 20 anos?
¢) Qual o nimero de habitantes a 50 anos?
d) Qual a expressdo que representa esse crescimento?
e) Qual a representagdo grafica desse crescimento?

O item tem um caminho de resolu¢do semelhante em relacao ao anterior, parte de
situagdes particulares até chegar a generalizacdo da situagdo proposta, solicitando a
representacdo grafica e sua representacdo algébrica. Parte de dados continuos (tempo)
para a construcao da fun¢do, que o dominio e a imagem necessitam ser determinados para

a compreensao do problema.

6) Dada a fun¢io f(x) = —x? — 3x, simplifique:

a) f (xi:lz‘ () b) f (x+sz—f €9

Para essa atividade o aluno tera que utilizar técnicas relacionadas a simplificacdes
de expressoes algébricas conjuntamente com as técnicas para determinar a imagem de
uma func¢@o, mas neste caso serd representado por uma expressao algébrica. O objetivo
estd em utilizar técnicas diferentes para um mesmo problema, necessitando da interagdo

de outras técnicas.

7) Um determinado estudante de matemadtica anotou a posi¢do, ao longo do tempo,
de um movel sujeito a uma forga constante e anotou os seguintes dados:

Instante (segundos) Posicdo (metros)
0 17
10 45
20 81
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a) Qual a posi¢ao do mével nos instantes 7seg e 18 seg?
b) Qual a funcdo que representa a situagao?
¢) Qual a representacdo grafica?

O item inicia com dados discretos dados na tabela, porém o dominio e a imagem
possuem valores numéricos continuos que devem ser observados no decorrer da
resolucdo. Para determinar a representacio funcional € utilizado conceitos do sistema de

equacdes lineares, mobilizando outras técnicas. A representacdo grafica pode ser

analisada observando aspectos relacionados a sua aplicacao.

8) Com relagdo ao grafico da fungdo y = f(x), representado a seguir, pode-se
afirmar que:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

———————————————————————————————————

a) A funcdo é decrescente no intervalo [2, 4]

b) Se —2 < x < 2,entdo f(x) = —x? — x + 2.

¢ f(=5)=2

d) A imagem da funcdo é o conjunto dos ndmeros reais.

e) f(2)=—-4ef(1)=2

Este ¢ um item que cada letra representa uma questdo as ser analisada para
verificar se € verdadeira ou falsa as afirmacdes, no caso, a identificagdo dos intervalos da
funcdo se é crescente ou decrescente, como também, a imagem, o dominio e alguns
valores numéricos da fungdo, fazem o aluno utilizar técnicas diferentes. O gréfico

apresenta uma funcao que é composta por curvas da funcao afim, quadrética e constante,
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levando o aluno a perceber que uma funcdo pode ter representagdes diferentes. O item
pode levar ao aluno articular praxeologias deferentes, nas quais sdo associadas as
propriedades de algumas fungdes, consequentemente, verificam as condi¢des de suas

construcdes gréficas.

4.4.1.2. Ficha de Trabalho

A ficha de trabalho tem o objetivo de revisar as técnicas utilizadas nas resolugdes
de problemas relacionadas ao conteido de funcdo afim, desde a utilizagdao de técnicas
diretas e simples até as que requerem um aparato tecnolégico mais amplo. Sao 10 (dez)
itens que abordam a construcdo de graficos no plano cartesiano, a analise de parametros
observando o crescimento ou decrescimento, o zero da func¢do, o estudo do sinal e a

resolucdo de problemas. A seguir, iremos apresentar os itens € em seguida justificar cada

um.
1) Construa no mesmo sistema cartesiano, os graficos das seguintes fungdes de
Rem R:
x x—2
a) y=2x+1 b)y=—§—4 )y = —4x )y =—

O item solicita a construgdo dos graficos da fungdo afim a partir de sua
representacdo algébrica. As técnicas utilizadas sdo as de construgdo de gréfico,
substituindo dois valores quaisquer pela varidvel x, no qual o aluno deve saber que a

func¢do afim € representada por uma reta.

2) Construa a equacao da reta que passa pelos pontos:

a) (2,3)e(3,5 b(l,-De(-12) o3 -2)e(2-3) d(1,2)e(22)

Neste item, a construcao limita-se a representacdo algébrica, mas utilizando
pontos pertencentes a funcdo. Espera-se que o aluno utilize técnicas associadas ao
conteudo de sistemas de equagdes lineares utilizando a expressdo y = ax + b como ponto
de partida. Na substituicdo das varidveis por valores teremos duas equacOes que
constituird um sistema, no qual as técnicas da adicdo ou da substituicio sdo mais
utilizadas, existindo a possibilidade de utilizacdo de outras técnicas para determinar os

valores de “a” ou “b”.
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3) A fungdo f é definida por f(x) = ax + b. Considere que f(—2) = 6 e f(2) = 2.

Encontre o valor de f(5).

A resolugdo deste item € semelhante ao item anterior, mas utiliza uma
representacdo diferente, ja apresenta a funcdo definida e em seguida dar dois pontos
pertencentes a ela, por ultimo solicita um valor numérico da imagem, representando um
caso particular. As técnicas utilizadas sao as mesmas do item anterior, a diferenga esta na
sua apresentacao inicial fazendo o aluno observar essa diferenciacao, associando aos tipos

diferentes de representacdo de uma funcao.

4) Encontre a equacdo da reta que passa pelo ponto (—4, 6) e tem coeficiente angular

igual a— 3.

Ao solicitar a equacdo da reta que € um conteido que faz parte da geometria
analitica, observa o conceito de fun¢do afim presente em outro campo da Matematica,
ampliando a compreensao do conceito em outras dreas. Neste caso, outra representacao
algébrica € utilizada para resolver: y — y; = m(x — x;), na qual possa necessitar de uma

ampliacao da técnica amparadas por outras tecnologias.

5) Encontre a equagdo da reta que passa pelo ponto (1,3) e tem coeficiente linear
igual a —4.

A resolugdo desse item € semelhante ao item anterior, utiliza a representacao da

geometria analitica da equagdo da reta, mas de maneira simplificada: y = mx + b. No

caso deste item, a mudanca que existe € o dado apresentado no enunciado que é

apresentado o coeficiente linear para a construcao da representacdo algébrica da reta.

6) Determine as representacoes algébricas das seguintes fungoes:

a)
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b)

. N

Esse item parte da representacdo grafica para a algébrica, possibilitando a
visualizagdo e relacdo entre as duas representacdes. As técnicas utilizadas s@o
semelhantes as dos itens anteriores, tomando por base o contetido de sistemas de equacdes
ou utilizando os conceitos do coeficiente linear, no qual simplifica a utilizacio de técnicas

tornando mais econdmicas.

7) Encontre o zero das seguintes funcdes definidas em R:
a) f(x)=7x—1 b)f(x)=—4x o) f(x)= -3x+4

As técnicas utilizadas na resolugdo deste item sdo as de resolver a equagdo do 1°
grau, abordando as propriedades da igualdade. Nesse momento, podem ser trabalhadas as
definicdes de incognita e varidvel, assim como a compreensdo do zero da fun¢do um

importante conceito para determinar raizes reais de uma fungdo polinomial.
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8) Estude os sinais das seguintes funcdes definidas em R:

a) y=3x—2 by=—x+4 c)y=5—§

O estudo do sinal é um conteddo a ser estudado ao abordar fun¢do afim nas aulas
de Matemitica, sua aplicacdo estd direcionada na identificacdo dos valores positivos,
negativos ou nulo que a imagem assume a partir de um ponto do dominio, que nesse caso
€ o zero da fungdo. A técnica utilizada habitualmente € uma soma de outras técnicas que
envolve a determinagdo do zero da funcdo, a identificagdo do valor do coeficiente se é

positivo ou negativo e a interpretacdo da representacdo gréafica.

5
9) Para que valores de x € R a funcdo f(x) = 2 g ¢ positiva?

O item solicita a identificacdo de quais valores do dominio serd positivo da funcao
dada, € uma aplica¢c@o do conceito do estudo do sinal de uma fun¢ado. A resolugdo utiliza

as mesmas técnicas do item anterior, mas em um caso particular.

10) A reta r intercepta os eixos de coordenadas nos pontos A e B. Determine a
distancia entre A e B, sabendo-se que r passa pelos pontos (1,2)e (5, 3).

Ao se tentar resolver esse problema de geometria analitica manipulamos técnicas

que sdo utilizadas na constru¢do da representacdo algébrica da funcdo do 1° grau. O

percurso matemdtico usual para encontrar os pontos A e B, é determinar a equagado da reta

que passa pelos pontos dados no enunciado do problema, em seguida com a equagao

determinada aplica-se os conceitos relativos ao coeficiente linear e ao zero da fungdo. O

conjunto de técnicas utilizadas nesse item pode fazer o aluno a mobilizar mais de uma

técnica usual.

4.4.1.3. Questao Geratriz e os Percursos Matematicos

Iremos apresentar a questdo geratriz (Qy) e suas derivadas acompanhada dos
Percursos Matematicos (PM) que desenhamos para responder as questdes no decorrer da
construcdo da resposta provisoéria de (Q,). Tanto as questdes como os PM sao provisérios
caracterizando um possivel caminho que o professor ird conduzir durante as aulas,

podendo ser alterados no decorrer do processo. A questdo geratriz estd direcionada para
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a compreensdo da aplicacdo do conceito de fungdo afim, partindo de uma situagcdo
possivelmente real a ser desenvolvida.

Apresentaremos inicialmente a contextualizacdo do problema e em seguida a
questdo geratriz e suas questdes derivadas. As questdes serdo comentadas resumidamente
relacionando com o contexto do problema. Os detalhamentos das questdes com 0s

percursos matemaéticos serdo expostos seguidamente.

Contextualizacio do Problema

Aposentadoria € um tema que surge de tempos em tempos
fazendo parte das discussdes dos brasileiros, pois afeta
diretamente a vida das pessoas economicamente ativas e de suas
familias. O Congresso Federal brasileiro aprovou a lei
13.183/2015 que trata da mudanca de algumas regras para a
aposentadoria, na qual um ponto em destaque trata da férmula
85/95. No caso, a mulher terd que alcancar uma soma de 85 anos,
somando tempo da sua contribui¢do com a sua idade. No caso do
homem serdo 95 anos, seguindo o mesmo principio. As idades 85
e 95 anos leva em conta a expectativa de vida dos brasileiros até
2018, para os anos seguintes teremos:

2019 a 2020: 86 (mulheres) / 96 (homens);
2021 a 2022: 87 (mulheres) / 97 (homens);
2023 a 2024: 88 (mulheres) / 98 (homens);
2025 a 2026: 89 (mulheres) / 99 (homens);
2027: 90 (mulheres) / 100 (homens).

Fonte: Agéncia Senado (CASTRO; VILAR, 2015)

Qo: Como representar a situacdo atual e futura dos casos de aposentadorias das mulheres
e dos homens, tomando por base a le1 13.183/2015 que trata das mudangas em algumas
regras para as aposentadorias?

Na apresentacdo de (Q, a contextualizacdo torna-se necessdria para o aluno
compreender a situacdo na qual a questdo estd inserida, o aluno pesquisa e levanta
hipéteses iniciais que poderdo o levar a formular novas questdes derivadas. As questdes
derivadas de Q, podem ser sugeridas pelo professor, mas ndo antes de realizar uma
discussdo do tema fazendo os alunos desenvolverem as suas proprias questdes, nao
comprometendo o Percurso Matematico escolhido. Nesse caso, a primeira questdo

derivada poder4 ser:
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Qi: Caso voce tome por base para aposentar-se na lei 95/85, que idade vocé terd na sua
aposentadoria?
Para construir uma resposta satisfatéria (R1), levantamos outras questdes a serem

discutidas derivadas da Q:

Q1,1: Como podemos relacionar a idade na aposentadoria com o tempo de
contribuicdo nos 10 primeiros anos de trabalho, para um homem ou uma mulher que
comeca aos 20 anos de idade?

Q1,2: De acordo com a lei 95/85, quanto tempo de contribui¢do serd necessario
para aposentar caso inicie a contribuir com 20 anos de idade? E que idade terd ao se
aposentar?

Q1.3: Como podemos generalizar o Tempo de Contribuicdo (TC) para qualquer
idade inicial de contribui¢ao para mulheres ou para homens?

Q131: Como podemos caracterizar o termo dependente, a partir das
possiveis idades iniciais de contribui¢do previdencidria?
Q1.3.2: Com a representacdo de TC definida, quais os elementos que

fazem parte?

Q1,33: Como podemos representar graficamente o tempo de contribui¢ao

se a mulher comecar a trabalhar depois dos 25 anos?

Para o desenvolvimento de (@4 s@o geradas outras questdes derivadas

Q11,0Q12,0Q13, no qual a questdo Q3 gera outras questdes derivadas a partir dela

Q131,0132,0133:
Seguidamente temos a questdo derivada @, que gera outras questoes derivadas:

Q2: Como podemos representar as situagdes para os anos seguintes, sabendo que a soma
idade mais tempo de contribuicdo muda a cada dois anos?

Q2, 1: Como podemos representar a soma do tempo de contribuicdo mais a idade
de uma contribuinte, sabendo que esta soma poderd tomar os valores 86, 87, 88, 89 ou
90?

Q22: Como podemos representar graficamente o conjunto das funcdes TC e Anos

Complementares de Contribuicido (AC) para cada valor de k?

Na questdo Q,, o TC terd a dependéncia da varidvel k, representado o intervalo

dos anos que serd aplicada a férmula 85/95, necessitando construir uma funcao para cada
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ano de aplicacdo e consequentemente definindo os seus intervalos, utilizando o conceito

de familias de fun¢do. Com isso outras questdes sdo geradas:

Q2.2,1: Como podemos representar graficamente o conjunto das funcdes TC

para os valores de k?

Q22,1,1: Qual a relacdo dos coeficientes angular e linear de TC com

a sua representacao gréfica?

Q2.2,12: Por que o0 Dominio e a Imagem de cada fun¢ido do Tempo

de Contribuicao tém mudancas nos seus valores maximos?
Consequentemente as questdes seguintes também geram questdes derivadas:

Q2,22: Como podemos representar graficamente o conjunto das fungdes AC

para os valores de k?

Q222,1: Qual a relagc@o dos coeficientes angular e linear de AC com a sua

representacao grafica?

Q2.2,1,2: Por que o Dominio e a Imagem de cada funcdo AC tém mudancas

nos seus valores maximos?

Ao final esperamos ter a seguinte construcdo das questdes derivadas e suas

respectivas respostas a partir da questao geratriz:
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Figura 35 - Esquema das Questdes Derivadas a partir da Questdo Geratriz

(Qu,R,)
(Qg, Ry) (Qy Ry
T 1 1 I : ]
Q. Q3 (Q,1, (Qz
Rl,l) RI,Z) R1,3) R2,1) Rz,z)
Q310 ] [ Q35 [ Q33 Q.2
Rys1) Ryz2) Ry3,3) Ry,.2)
Q51,1 l Q51,2 Q0,10 l Q522
Ryp11) Ry.12) Ra221) Ry22,2)
Fonte: préprio autor (2019)
4.4.1.3.1. Os Percursos Matematicos

Os Percursos Matemdticos (PM) fundamentam as organizacdes matematicas
utilizadas para a resolu¢do da questdo geratriz na busca de construir uma resposta
adequada ao problema. Os PM propdem um aumento gradual do uso dos tipos de
praxeologias, levando ao aluno utilizar técnicas conhecidas e mobilizando duas ou mais
na busca da resposta.

Iniciaremos o nosso percurso matematico buscando entender a relagdo existente
entre o tempo de contribuicdo e a idade. Para construir uma resposta satisfatoria (Ryp),

levantamos outras questdes a serem discutidas derivadas da Q;:

Q1,1: Como podemos relacionar a idade com o tempo de contribui¢do nos 10 primeiros
anos, para um homem ou uma mulher que comeca aos 20 anos de idade?

Q1,2: De acordo com a lei 95/85, com quanto tempo de contribuicdo serd necessario para
aposentar caso inicie a contribuir com 20 anos de idade? E que idade terd ao se aposentar?

Q1.3: Como podemos generalizar o Tempo de Contribuicdo (TC) para qualquer idade
inicial de contribui¢do para mulheres ou para homens?
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A partir do Q; foram geradas outras questdes que conduzirdo para construir Ry,
nesse sentido teremos: (QLRl) = {(Q1,1»R1,1)» (Q1,2,R1,2), (Q1‘3,R1,3)}.

A Q4 solicita relacionar idade com o tempo de contribui¢do destacamos a ideia da
evolucdo da soma do tempo de contribui¢do com o passar dos anos, no qual sugerimos
uma idade inicial de 20 anos para construir a relacdo, deixando claro que poderia ser
qualquer outra idade. Entdo, a construcdo de uma tabela pode facilitar o estudo da

questdo observando a evolucdo da soma:

Quadro 15-SomadoI+ TC

Anos | Idade inicial Tempo de (I+TC) | Soma | Decomposiciao
de contribuicdo
contribuicao (TC)

@
0 20 0 20+0 20 20+2.0
1 21 1 21 +1 22 20+ 2.1
2 22 2 22 +2 24 20+2.2
3 23 3 23 +3 26 20+2.3
4 24 4 24 +4 28 20+2.4
5 25 5 25+5 30 20+2.5
6 26 6 26 +6 32 20+ 2.6
7 27 7 27 +7 34 20+ 2.7
8 28 8 28 + 8 36 20+2.8
9 29 9 29+9 38 20+2.9
10 30 10 30 +10 40 20+ 2.10

Fonte: préprio autor (2019)

Com o desenvolvimento dos 10 primeiros anos de contribui¢do para um homem
ou uma mulher, chegamos a seguinte expressao: 20 + 2.TC. Analisando a expressao
vemos que o 20 é um termo fixo, no caso uma constante. O TC € multiplicado por 2, nos
leva a concluir que na medida que os anos passam o tempo de contribui¢do segue na

mesma razao. Com esse caminho temos Rj 1, teremos (Q1.1, Ri1,1).

Para proxima questao Q1 ,:

Q1.2: De acordo com a lei 95/85, com quanto tempo de contribui¢@o serd necessario para
aposentar caso inicie a contribuir com 20 anos de idade? E com qual idade terd ao se
aposentar?
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Ao buscarmos uma resposta para essa questdo, teremos que igualar a expressao
20 + 2.TC ao valor apresentado na lei 95/85, que no caso serd 95 para homens ou 85 para

mulheres:

20+ 2.TC =95 ou 20+ 2.TC =85

Ao responder no caso dos homens, temos:
20+ 2.TC =95
TC =375

Nesse caso, 37 anos e 6 meses de contribui¢cdo. Analogamente, caso seja mulher

temos: TC = 32,5, que terd que contribuir durante 32 anos e 6 messes.

Para definirmos as idades que terdo no inicio da aposentadoria, chegamos a
seguinte conclusao:
Se for homem: 20 + 37,5 = 57,5 chegando a sua aposentadoria aos cinquenta e

sete anos e seis meses de idade;

Se for mulher: 20 + 32,5 = 52,5 chegard a sua aposentadoria com cinquenta e

dois anos e seis messes.

Com o procedimento sugerido e apresentado da Q12> teremos chegado a Ri».

Dando continuidade para buscarmos uma resposta satisfatéria da questdo
derivada, iniciamos o desenvolvimento de uma resposta aproximada da 1 3 € optaremos
em utilizar o recurso de um software denominado GeoGebra com a finalidade de auxiliar

na questao.

Q13: Como podemos generalizar o Tempo de Contribui¢do (TC) para qualquer idade
inicial de contribui¢do para mulheres ou para homens?

Inicialmente temos que delimitar um universo de homens ou mulheres, pois a
soma para homens € 95 e para mulheres a soma € 85. Portando, iremos iniciar por op¢ao
nossa pelas mulheres, lembrando que para homens o caminho é andlogo.

Partindo da equagdo encontrada inicialmente de uma mulher que comega a

contribuir aos seus 20 anos de idade, temos:
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20+ 2.TC =85
Com isso, podemos formular uma nova questdo derivada da Q4 3:

Q131: Como podemos caracterizar o termo dependente, a partir das possiveis idades
iniciais de contribuicao previdencidria?

A partir da equacao, iniciamos formulacgdes e resolucdes de equacdes com o inicio

de idades de contribuicdes diferentes:

Quadro 16 - Tempo de Contribuicao

Idade inicial de Equagao TC
contribuicao
18 18+ 2.TC =85 33,5
19 19+ 2.TC =85 33,0
20 20+ 2.TC =85 32,5
21 21+ 2.TC =85 32,0
n [+2.TC =85 TC=852—I

Fonte: préprio autor (2019)

Ao observar a evolucao das equagdes vemos que o TC estd dependente da idade
inicial de contribuicio. Ao identificarmos os termos independente e dependente podemos
representar através da seguinte expressao:

_85-1

TC
2

Nesse momento, relembraremos o conceito de func¢ao:
Definicao 1:

Consideremos por uma fun¢do f uma terna (4, B,a — b), em que A e B sao dois
conjuntos e a — b, uma regra que nos permite associar a cada elemento a de A um unico
elemento b de B. O conjunto A € o dominio de f (Df), logo A = Ds. O conjunto B € o
contradominio de f. O tnico b de B associado ao elemento a de A é indicado por f(a).
Uma fun¢do f de dominio A e contradominio B é usualmente indicada por f: A - B
(GUIDORIZZI, 2008, p. 26).

Com o conceito de funcio definido e relacionando com a expressdo, 0os conjuntos

A e B da fungdo TC deverdo ser observados identificando o seu Dominio, o seu
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Contradominio e a sua Imagem (Imy), cuja a imagem € caracterizada por elementos

pertencentes ao conjunto B, elementos esses que sdo associados aos elementos a de A.
Nesse momento, os dados utilizados incialmente sao discretos e a partir deles construimos
a nossa expressao funcional, possibilitando a constru¢do de uma fungdo continua.

O GeoGebra é uma ferramenta que ird auxiliar e buscar inicialmente a
generaliza¢do do tempo de contribui¢do para mulheres. A necessidade de um ambiente
que possua computadores € um minimo de instru¢do dos alunos a manusear o software
tem que ser garantido para uma boa execucdo da atividade, por isso uma preparacdao
prévia do ambiente e dos alunos serdo providenciadas caso necessario.

Ao aplicarmos a fun¢@o TC no GeoGebra temos a seguinte figura:

Figura 36 - Funcdo Tempo de Contribuicio (TC)

.AT /T ;‘,v_ ;)7 G)— @T .{: :\" ABC| °32 «%»7

» Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizacdo
Reta L]t hé
® fiy=-05x+425

st

40 ~~
30 e

20 s

.90 100 110

Fonte: préprio autor (2019)

Para tal acdo, determinamos as seguintes igualdades a serem utilizados no
software: I =xeTC = f(x). Observamos que € uma funcdo Afim, nesse sentido

utilizaremos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2:

Uma funcdo é chamada de fungdo do 1° grau (ou funcdo afim) se sua sentenca for dada
pory = m.x + n, sendo m e n constantes reais com m # 0 (MORETTIN et al, 2003, p.
55).
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Ao identificarmos a representacao gréfica, o proximo passo serd a determinacao
dos intervalos da funcdo, nesse caso o Dominio e a Imagem de TC. Tal percurso e estudo
tornam-se pertinente, pois ao determinarmos uma idade maior que 85 anos teremos um
TC negativo ou se considerarmos uma idade inicial de contribui¢do muito baixa teremos
um tempo de contribui¢do impraticavel, como por exemplo, um individuo ao iniciar a
contribuir aos 5 anos de idade, obtendo respostas incoerentes e impraticiveis perante a

lei. Como consequéncia uma nova questdo derivada da Qi3 € construida:

Q13,2: Com a fungdo TC definida, qual o seu dominio e a sua Imagem?

Ao considerarmos uma idade inicial de contribuicdo aos 18 anos, quando o
individuo conquista a sua maior idade, teremos um TC de 33,5 anos. Como a lei estipula
também um tempo minimo de contribuicdo de 30 anos para mulheres e 35 anos para
homens, no caso do tempo minimo de contribui¢do para mulheres teremos uma idade
maxima para iniciar a contribui¢do de I = 25 anos, pois uma idade maior que 25 anos
teremos um tempo de contribui¢do menor que 30 anos, fazendo a contribuinte passar mais
tempo contribuindo. Para representar a situacdo graficamente no caso da idade minima

de inicio de contribui¢do aos 18 anos € maximo aos 25 anos, temos:

Figura 37 - Tempo de Contribui¢io (TC) com Intervalos

» Janela de Algebra X! | v Janela de Visualizagdo 2
Fungéo v
0.5

.f(x):ile_s‘x 20

-15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

Fonte: Préprio autor (2019)

Ao analisar a imagem 11, temos o dominio D(TC) = {x e R/18 < x < 25} e a

Imagem Im(TC) = {y € R/30 <y < 33,5}.
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Pela limitacdo das idades iniciais de contribui¢do, outra questdo pode ser
formulada com a finalidade de ampliar a respostas para as mulheres que comecem a

contribuir apds os 25 anos de idade.

Q133: Como podemos representar graficamente o tempo de contribui¢do se a mulher

comegar depois dos 25 anos?

Para dar inicio a uma possivel resposta dessa nova questdao derivada da Qi 3,
podemos conduzir seguindo a mesma ideia anteriormente da Q1 32, no caso a constru¢ao
de uma tabela que represente as situacoes das mulheres que comecem a contribuir depois

dos 25 anos de idade.

Quadro 17 - Soma do Tempo de Contribui¢do com Anos Complementares

Idade inicial Tempo de Contribuicao Anos Soma:
de complementares
- (TC) P S=TC+AC
contribuicao de contribui¢do
@ (AC):
26 29,5 0,5 30
27 29,0 1,0 30
28 28,5 1,5 30
29 28,0 2,0 30
85—1 =30 — 30
n TC = ) AC=30-TC

Fonte: préprio autor (2019)

Ao verificar a tabela anterior, observarmos que os anos que faltam para ter o tempo
. o ~ 85-1 o
minimo de contribuicdo toma por base a funcdo TC = —,— ha sua constituigdo,

continuando dependente do termo I. Outro ponto que destacamos € que na soma do TC +
AC tem um valor constante de 30 anos de contribui¢do, pois inicialmente € o tempo
minimo necessdario para solicitar a aposentadoria. Construindo a funcdo anos

complementares de contribuicdo no GeoGebra temos:
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Figura 38 - Fun¢do Anos Complementares de Contribui¢do (AC)

“y | T Janeia ae visualzagao

0.!

1

H~- o~ v~ |
40

35

® A=(25,0)

30

25

20

Fungéo AC

Fonte: Préprio autor (2019)

Na construcao da funcdo AC limitamos a idade maxima de aposentadoria em 75
anos de idade de acordo com a lei complementar (LC 152/15), que estipula a idade
mdaxima de 75 anos para a aposentadoria compulséria, no caso dos funciondrios
publicos, pois na iniciativa privada diminui para 70 anos de idade. A imagem mostra a
fun¢ao AC com o dominio D(AC) = {x € R/25 < x < 75} e a imagem [Im(AC) =
{yeR/0 <y <25}

Ao observarmos as fungdes AC e TC, podemos representar a funcdo AC na
dependéncia de TC:

AC=30-TC
85—-1) I

==-—12,5
2 2

AC =30 —

A funcido AC continua dependendo da idade inicial de contribui¢do I. Nesse
sentido uma mulher que comecga a contribuir aos seus 45 anos de idade terd que contribuir
10 anos a mais em relagdo ao TC, completando os 30 anos de contribui¢do exigido por
lei, tempo minimo para solicitar a aposentadoria. No caso teremos TC = 20 anos, mais
AC =10 anos, chegando ao TC + AC =30 anos. Com essa configuracdo, temos o seguinte

gréfico:
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Figura 39 - Soma de TC mais AC
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Fonte: préprio autor (2019)

Com essa representacdo anterior da soma das fungdes TC e AC, obtemos uma
funcdo constante, representando o tempo minimo de contribuicdo para solicitar a
aposentadoria. A fun¢ao AC + TC, que ja denominamos de S tem D(S) = {x € R/25 <

x < 75} e Im(S) = 30. Resgatando a definicio da fung¢@o constante temos:

Definicao 3:

E toda funcdo do tipo y = k, em que k é uma constante real. Verifica-se que o
grafico dessa fun¢do € uma reta horizontal em relagio ao eixo das abcissas, passando pelo
ponto de ordenada k (MORETTIN, et al, 2003, p. 55).

Ressaltamos que essa regra deve ser aplicada até uma determinada idade, pois ao
aplica-la a uma mulher que inicie a contribuir com uma idade elevada, como por exemplo,
70 anos, nao € conveniente tal modalidade de aposentadoria, tendo que a contribuinte
optar por outra.

No caso dos homens o percurso serd andlogo, obtendo as seguintes fungdes: TC =

95-1 95-1) I D
- ¢ AC = 30—( 5 )=E_17’5' O seu percurso segue a mesma trajetoria

apresentada anteriormente para as mulheres considerando as mesmas observacoes
citadas, mas observando as particularidades.

O percurso tragado até o momento da questdo Qi juntamente com a Q2, nos
direciona a uma resposta aproximada da Questdo Geratriz. Consequentemente, podemos

apresentar até aqui a seguinte configuragao:
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Figura 40 - Desenvolvimento de Q;
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Fonte: préprio autor (2019)

Com o percurso matematico da Qi construido, passaremos a Q2 com a finalidade

de buscarmos a complementacdo da resposta da questio geratriz:

Q2: Como podemos representar as situacdes para os anos seguintes, sabendo que a soma
idade mais tempo de contribuicdo muda a cada dois anos?
Ao iniciarmos 0 nosso percurso matemdtico da Qz vamos recordar os intervalos

de tempo apresentado na contextualizagao:

2019 a 2020: 86 (mulheres) / 96 (homens);
2021 a 2022: 87 (mulheres) / 97 (homens);
2023 a 2024: 88 (mulheres) / 98 (homens);
2025 a 2026: 89 (mulheres) / 99 (homens);
2027: 90 (mulheres) / 100 (homens).

Observamos que a primeira mudanga ocorrerd a partir do ano de 2019, a préxima
2021 e assim consequentemente até chegar ao ano de 2027, ano méaximo apresentado na
lei. Para o inicio do nosso percurso teremos mais uma vez que optar por um sexo do
contribuinte, sabendo que ao iniciar com um contribuinte do sexo feminino, para um
contribuinte do sexo masculino o caminho serd andlogo, entdo, podemos elaborar a
seguinte questao:

Q2. 1: Como podemos representar a soma do tempo de contribui¢do mais a idade de uma
contribuinte, tomando em consideracao os valores das somas de 86, 87, 88, 89 e 90?
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Para condugdo de uma resposta satisfatéria podemos iniciar utilizando uma tabela

representando cada situagdo anterior.

Quadro 18 - Soma de TC + AC para os Anos Seguintes de 2018

Ano TC AC TC + AC
2017 a 2018 85—1 85—-1) 30
2 2
2019 a 2020 86 —1 (86 —1) 30
I 30 ———~
2 2
2021 a 2022 87 —1 (87 -1) 30
I 30 ———~
2 2
2023 a 2024 88 —1 (88 —1) 30
2 2
2024 a 2026 89 —1 (89—-1) 30
I 30 ———~
2 2
2027 90 —1 30 (90 —1) 30
2 2
k—1 k—1 30
TC = — AC =30 — ( )

Fonte: préprio autor (2019)

Nas representacdes dos intervalos dos anos chegamos a seguinte expressdo TC =

— > que k representa a variagdo da soma do tempo de contribuicdo mais a idade da

contribuinte, {k € N/85 < k < 90} e I € a idade inicial de contribuicao.
Mas a partir dessa questdo Q2,1, nos leva a elaborar outra questao derivada da Q>:

Q2,2: Como podemos representar graficamente o conjunto das funcdes TC e AC para cada

valor de k?

Para tentar buscar uma resposta satisfatéria de Q»p2, apresentamos duas outras

questdes derivadas dela:

Q22,1: Como podemos representar graficamente o conjunto das fungdes TC para os

valores de k?

Q222 Como podemos representar graficamente o conjunto das fun¢des AC para os

valores de k?
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O motivo de separar as duas funcdes estd associado ao fato de terem
representacOes diferentes, ficando mais compreensivel o estudo de cada uma. Portanto,
iniciaremos o estudo da Q2,1 utilizando o software GeoGebra no auxilio da constru¢cdo

dos gréficos e de sua interpretacdo, principalmente na observacdo da variacao de k.

Figura 41 - Familia de Funcdes TC
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Fonte: préprio autor (2019)

Ao analisar as fungdes TC observarmos que sdo funcdes afins, que no caso das

~ . ~ . 1
funcdes TC o coeficiente angular “a” ndo varia, ficando com o valor de 0,5 ou 7 @)

coeficiente linear “b” varia de acordo com cada fun¢do. Entdo, o dominio de TC, TC;,
TC», TC3, TCs e TCs sofre variagdo, no caso o valor maximo vai de 25 a 30. Na Imagem,
o valor maximo sofre mudancas na medida em que altera as fungdes. Com essas novas

observacdes podemos construir outras duas questdes derivadas da Q22,1

Q22,1,1: Qual a relacdo dos coeficientes angular e linear de TC com a sua representacao

gréfica?

Q22,12: Por que o Dominio e a Imagem de cada funcdo do Tempo de Contribuicdo tém

mudangas nos seus valores maximos?

Ao iniciar o caminho da Q2,1,1 para chegarmos a uma resposta satisfatéria vamos

resgatar mais uma definicao.
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Definicao 4:

Se P, (x1,Y1) e P,(x,,y,) forem dois pontos distintos sobre a uma reta r, ndo paralela ao

. ~ T . Y2=y
eixo y, entdo a inclinacdo de r, denotada por m, serd dada por m = ﬁ Vamos
27421

apresentar a sua interpretacdo grafica:

Figura 42 - Gréfico da Funcdo Afim

Fonte: Préprio autor (2019)

e . BC -
Tomando por base o griafico da imagem 14 temos: tg a = == % Temos
2741

que @ = B,entdo tg a = tg f em = tg a, portanto m = % Tal interpretagdo € para
2741

uma func¢do crescente, para uma funcio decrescente o desenvolvimento é andlogo.

Y2—=Y1

X2—X1

Partindo de m = e multiplicando ambos os membros por x, — x;, teremos:

(y, —y1) = m(x, — x;). Portanto, geometricamente a inclinagdo m ou o coeficiente
angular representa um valor que determina a sua inclinagdo, isto €, se a tg a tem valor
maior, menor ou igual a zero. Entdo, concluimos que m = a da expressdao y = ax + b.
No caso do coeficiente linear, € o ponto que intercepta o eixo das ordenadas, no qual a
coordenada da abscissa € zero, representado por (0,b). Ao definir m =a, (0,b) =

(x1,y1) € (x3,v,) = (x,y) teremos: (y — b) = a(x — 0), simplificando y = ax + b.
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Observando a imagem 14 vemos que o coeficiente angular tem o mesmo valor,

configurando um conjunto de segmentos de retas paralelas. Nesse sentido, como mostrar

que todas sao paralelas?

Para responder essa pergunta, relembramos o seguinte teorema:

Teorema 1:

Se r; e r, forem retas distintas ndo-verticais, tendo inclinagcdes m, e m,, respectivamente,

entdo rye 1, serdo paralelas se e somente se m; = m,.
Demonstragao:
Sejam as equagdes de e 1,, respectivamente, y = m;x + by ey = myx + b,.

Figura 43 - Gréfico de Retas Paralelas

<

B2(0,b2) A1(1,m1+b1)

/ B1(0,b1)
X

Fonte: préprio autor (2019)

Na figura 43, mostra duas retas interceptando o €ixo y nos pontos

B;1(0,by) e B,(0, by). A reta vertical x = 1 intercepta r; no ponto A, (1, m; + b;) e 1, no

ponto A,(1, m, + b,). Entdo, |BlB2| =b,—bye |A1A2| = (my + by) — (my + by).

As duas retas serdo paralelas, se e somente se as distancias verticais |BlBZ| e

|A1A2| forem iguais, no caso, rye 1, serdo paralelas se e somente se,
by — by= (my + by) — (my + by)
bz_b1:m2+b2_m1_b1

ml = m2
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Logo, rye r, serdo paralelas se somente se m; = m, (LEITHOLD, 1994, p. 20)

Com a aplicacdo do teorema 1, podemos verificar que todos os segmentos de retas

TC sdo paralelas, comprovando que os coeficientes angulares possuem valores iguais.

Continuando o nosso percurso matemadtico para chegar a Rz, vamos iniciar a

discussao da Q22,12.

O dominio de cada fun¢do Tempo de Contribui¢ao tem alteragdes em seu valor
maximo, no caso inicia em 25 e vai até o valor de 30 anos. Essa mudanca acontece pelo
fato da alteracdo do valor da soma: I + TC. Por exemplo, no ano de 2020 uma
contribuinte que ird solicitar a aposentadoria e iniciando a contribuir aos 25 anos de idade,
terfamos a seguinte situacao utilizando a fun¢do de 2019 a 2020:

86 —25 61

C=T_7=30'5

Nessa situagdo, a contribuinte teria que trabalhar seis messes a mais do tempo
minimo de contribui¢do, que é de 30 anos. Entdo, na medida em que a soma I + TC
aumenta o valor méximo do dominio também aumenta na mesma razao.

No caso a Imagem da funcdo iremos associar a mudanca do coeficiente linear de
cada fun¢do TC, em que cada fun¢do apresenta um valor para “b” diferente, fazendo com
que as fung¢des ocupem pontos diferentes, mas com as mesmas inclinacoes.

Com os caminhos construidos de Q22,11 € Q22,12 chegamos a uma resposta
satisfatoria de Q22,1. Para Q222 seguimos o mesmo percurso matematico, obtendo Q22,1

e Q2202:

Q222,1: Qual a relagdo dos coeficientes angular e linear de AC com a sua representacao

gréfica?

Q2.2,1,2: Por que o Dominio e a Imagem de cada funcdo AC tem mudancgas nos seus valores

mAaximos.

Relembramos que os percursos matemaéticos (PM) apresentados sdo provisorios e
referenciais para a condugdo do professor para com os alunos na aplicacdo do PEP,
servindo de apoio para os seus encaminhamentos praxeoldgicos. Em seguida, iremos

descrever os estudos e as etapas de aplica¢do do dispositivo didético.
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4.5. Estudos e Etapas na Aplicacao do PEP

O PEP foi aplicado no Instituto Federal do Rio Grande do Norte no Campus de
Canguaretama, localizado a aproximadamente a 80 km da cidade de Natal - RN. Foi direcionado
para o curso superior de licenciatura em educagao do campo com habilitagdo em Matematica
nas aluas da disciplina de Fungao I. A justificativa de direcionarmos para este publico alvo esta
ligada a proposta do PEP, no qual a finalidade principal ndo € buscar a compreensdo dos
conceitos (fun¢do, no nosso caso), mas entender a sua aplicabilidade em diferentes situacdes
cotidianas, levando ao aluno a buscar uma ampliacio e entendimento das organizacdes
matematicas. O PEP se aplica principalmente na falta da compreensao conceitual e funcional
dos conceitos matematicos, isto €, os alunos cursam sem entender os conceitos € sua
aplicabilidade em situagdes diferentes.

A sua aplicacao foi realizada em dois estudos empiricos: o primeiro iniciou na primeira
semana de Julho de 2017 com a formagdo do professor, e consequentemente, a aplicacao do
PEP com os alunos na segunda semana de Agosto até a tltima semana do mesmo més de 2017.
O segundo estudo, iniciou na primeira semana de Maio até a primeira semana de Julho de 2018.
Cada estudo foi composto de trés encontros direcionados a formacao do professor da disciplina
de Funcoes I e seis referentes a aplicagdo do PEP, com um total de 9 encontros para cada estudo

que foram distribuidos durante as semanas.

4.5.1. Preparacao dos Estudos Empiricos para a Aplicacao do PEP

Para o desenvolvimento do PEP em cada um dos estudos empiricos tomamos por base
trés pontos que orientaram e fundamentaram para a preparagdo, a elaboracio e a aplicacdo do

dispositivo didético. Os pontos foram as seguintes:

1) Formacao do professor da disciplina de Funcdes I;
2) Levantamento prévio das condi¢des necessdrias para a realizacdo do PEP;

3) Proposta de cronograma para a aplicacao do PEP;

A seguir iremos detalhar cada ponto fundamentando e explicitando a sua funcionalidade

no sistema didatico em questao.
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4.5.1.1. Formacao do professor da disciplina de Funcoes I

A capacitacdo do professor aconteceu em encontros antes e durante as secdes
presenciais. O local foi em um dos ambientes da institui¢cdo e o hordrio combinado com o

professor da disciplina de Funcdes 1. Nos encontros abordamos os seguintes temas:

1) Apresentacdo geral dos pesquisadores envolvidos e da finalidade da pesquisa;
2) Os objetivos da pesquisa;

3) Alguns pontos tedricos da pesquisa;

4) Nosso Modelo Epistemoldgico de Referéncia;

5) Nossa proposta do Percurso de Estudo e Pesquisa;

6) As atividades (diagnostica e atividades I);

7) A questdo geratriz e suas derivadas;

8) Os possiveis Percursos Mateméticos;

9) O quadro das secdes presenciais;

Os pontos sugeridos foram apresentados e discutidos durante a formac¢do do professor,
contando com a sua participacdo para o levantamento de sugestdes relacionadas ao

procedimento de aplicacao do PEP e a proposta do nosso MER.

4.5.1.2. Levantamento prévio das condicoes necessarias para a realizacido do PEP

Ao observarmos as condi¢des prévias para a realizacdo do PEP, direcionarmos a nossa
discussao para as dimensodes ecoldgicas e econdmica-institucional do nosso problema didatico.
A ecoldgica identifica e discute as restricdes no processo de ensino e aprendizagem do saber
em jogo, com a finalidade de desenvolver condi¢cdes no sistema didatico para o seu
desenvolvimento. Nesse ambiente da dimensdo ecoldgica temos a dimensdao econOmica-
institucional, no qual em sua andlise observa as OM e OD utilizadas e desenvolvidas. Também
sdo analisadas outras organizacdes que busquem propostas alternativas para a compreensao da
aplicagcdo do saber em jogo. Como resultado do levantamento prévio desenvolvemos 0 nosso

MER para o conceito de funcdo elementares, no qual o PEP é fundamentado.
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4.5.1.3. Proposta de cronograma para a aplicacio do PEP

Nesse momento para a aplicacdo do PEP de fun¢do afim, seguimos um cronograma

prévio separado em Secdes Presenciais (SP) que constard da atividade diagndstica sobre o

conceito de fun¢do, da ficha de trabalho que aborda o conceito de fung¢do afim, da questio

geratriz e de suas derivadas. As secdes ndo presenciais (SNP) aconteceram em hordrios

diferentes das aulas da disciplina de Fun¢des I, nesses momentos os alunos poderiam utilizar

os recursos tecnoldgicos para a realizacao de pesquisas, construcao dos graficos e na utilizacao

de célculos longos. O quadro seguinte apresenta os temas propostos nas SP que fizeram parte

dos estudos empiricos:

Quadro 19 - Proposta do Cronograma de Aplicacdo do PEP

Qo: Como representar a situagao atual
e futura dos casos de aposentadorias
das mulheres e dos homens, tomando
por base a lei 13.183/2015 que trata
da mudanca de algumas regras para as
aposentadorias?

Qi: Caso vocé tome por base para
aposentar-se na lei 95/85, com qual
idade vocé terd na sua aposentadoria?
Qr1: Como podemos relacionar a
idade com o tempo de contribui¢do
nos 10 primeiros anos, para um

Secoes Questodes derivadas Sessdes ndo presenciais (SNP)
Presenciais
SP1 Ficha diagnéstico: O que significa Término da resolucdo dos itens
fungao? da ficha diagndstico.
SP2 Ficha de trabalho 1: Entendimento Termino das resolugdes dos
do que é func¢do afim, suas itens da ficha de Trabalho 1
aplicagdes e a sua razao de ser,
constru¢dao de modelos e técnicas de
construgdo algébrica e grafica e sua
interpretacao.
SP3 Institucionalizacdo das respostas,
discussao e comparacdo das
diferentes técnicas utilizadas pelos
grupos nas fichas anteriores.
SP4 Problema: Calculo da Aposentadoria | Pesquisa dos tipos diferentes de

aposentadoria e elaboracio das
questdes derivadas.
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homem ou uma mulher que comeca
aos 20 anos de idade?

Q1.2: De acordo com a lei 95/85, com
quanto tempo de contribui¢do serd
necessario para aposentar caso inicie
a contribuir com 20 anos de idade? E
com qual idade terd ao se aposentar?

SP5

Q13: Como podemos generalizar o
Tempo de Contribuicdo (TC) para
qualquer idade inicial de contribui¢do
para mulheres ou para homens?
Q1,3,1: Como podemos caracterizar o
termo dependente, a partir das
possiveis  idades  iniciais  de
contribui¢do previdencidria?

Q1.32: Com a fun¢do TC definida,
qual o seu dominio e a sua Imagem?
Qi133: Como podemos representar
graficamente o tempo de contribui¢do

se a mulher comecar depois dos 25
anos?

Elaboracio  das  possiveis
respostas e utilizagdo do
GeoGebra na elaboracdo dos
graficos.

SP6

Q2: Como podemos representar as
situacdes para Os anos seguintes,
sabendo que a soma idade mais tempo
de contribuicdo muda a cada dois
anos?

Q2, 1: Como podemos representar a
soma do tempo de contribui¢do mais
a idade de uma contribuinte, tomando
em consideragdo os valores das somas
de 86, 87, 88, 89 e 90?

Q22: Como podemos representar
graficamente o conjunto das funcdes
TC e AC para cada valor de k?

Q22,1: Como podemos representar
graficamente o conjunto das fungdes
TC para os valores de k?

Q221,1: Qual a relagdo dos
coeficientes angular e linear de TC
com a sua representacao grafica?
Q2212: Por que o Dominio e a
Imagem de cada funcdo do Tempo de
Contribui¢do tém mudangas nos seus
valores maximos?
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SP7 Q222: Como podemos representar | Elaboracdo  das  possiveis
respostas e utilizagdo do
GeoGebra na elaboracdao dos
AC para os valores de k? gréficos.

graficamente o conjunto das fungdes

Q2221: Qual a relagdo  dos
coeficientes angular e linear de AC
com a sua representacao grafica?
Q2212: Por que o Dominio e a
Imagem de cada fung¢do AC tem
mudancas nos seus valores maximos?
SP8 Discussao sobre Qo e de suas

derivadas e avaliagdo do processo.
Fonte: préprio autor (2019)

As secOes presenciais foram desenvolvidas pelo professor da disciplina sem a
interven¢io do pesquisador. Ressaltamos que os Percursos Matemiticos (PM)” foram
incorporados no decorrer das sec¢des, assim como a andlise do nosso MER durante todo o

processo de desenvolvimento do PEP.

4.5.2. Aplicacao do dispositivo didatico

A aplicagdo do PEP foi dividida em duas etapas, nos quais eram compostas de sessoes
presenciais (SP) e de sessOes ndo presenciais (SNP). Para a sua aplicacdo, seguimos o
cronograma proposto separado em SessOes Presenciais (SP), que consta da atividade
diagnéstica sobre o conceito de func¢do, da ficha de trabalho que aborda o conceito de funcao
afim, da questdo geratriz e de suas derivadas. As secdes ndo presenciais (SNP) aconteceram em
horérios diferentes das aulas da disciplina de Funcdes I, nesses momentos os alunos utilizaram
0s recursos tecnoldgicos para a realizacdo de pesquisas, construcao dos graficos com o auxilio

do GeoGebra e na utilizagc@o de célculos longos.

4.5.2.1. Primeira etapa: aplicacao das fichas diagnostico e de trabalho

As fichas tiveram a finalidade de identificar as técnicas utilizadas pelos alunos, como
também, rever e consolidar as técnicas usuais na resolugdo de atividades que envolvem a no¢ao

de funcdo e funcdo afim. A ficha diagnostica foi composta de 8 itens e aplicada

79 Sdo os possiveis caminhos matemadticos desenvolvidos no decorrer da resolu¢do de um problema matemadtico
ou gerados pelas questdes geratrizes e de suas derivadas.
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individualmente, no qual t€m itens com os contetidos que abordam o conceito de fungdo. A
ficha de trabalho foi elaborada com 10 (dez) itens, no qual abordavam o conteido de funcdo
afim e a sua aplicagdo foi realizada em grupo de 3 (trés) alunos. A aplicacdo durou 2 (dois)
encontros presenciais, um para cada ficha. As filmagens e as gravacdes de dudio, juntamente

com as anotacoes realizadas pelo professor foram utilizadas durante as aulas.

4.5.2.2. Segunda Etapa: aplicacio da questiao geratriz

A aplicagdo da questdo geratriz durou 4 (quatro) encontros presenciais em cada estudo
empirico. A questao constou com um texto que contextualizava o problema e em seguida vinha
com a Qo, que trata de um tema atual, no caso, a aposentadoria. A aplicagcdo foi em grupo de 3
(trés) alunos, que buscaram responder a questdo geratriz e suas derivadas.

Nesta etapa e na anterior realizamos filmagens e gravacdes de dudio com transcrigcdo
dos momentos didaticos do professor e seus alunos. Nas etapas foram filmadas as aulas
referentes a no¢do de fun¢do e fungdo afim, utilizando duas cameras de video e trés gravadores
de 4udio. A filmagem permite uma andlise mais completa das rupturas, das organizacdes
matematicas e didaticas do professor de cada disciplina, assim como as rupturas de contrato,
juntamente com as gravagdes com o papel de retirar dividas e validar alguns momentos da aula.
Esse ¢ um momento em que o pesquisador pode observar tanto os gestos como a fala do
professor e seus alunos com o objeto de estudo. No periodo, as observacdes do pesquisador
também coletaram parte do coletivo dos dados, utilizando o seu caderno de anotacdes, assim
como os registros escritos dos professores e alunos durante o processo de aplicacdo do
dispositivo.

A imagem 27, representa os estudos e as etapas relacionadas a nossa aplicagdo do PEP:
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Figura 44 - Esquema de Aplicacdo dos Estudos Empiricos

Estudos
Empiricos

Formacgao do

rafaesar Aplicagdo do PEP

—

Etapa 1: Aplicacao Etapa 2: Aplicagao

_das Flchas da Questao
diagnostica e >
Geratriz

trabalho

Fonte: préprio Autor (2019)

Escolhemos esse tipo de procedimento por entender que poderemos ampliar nossa

andlise, com respostas detalhadas para contemplarmos 0s nossos objetivos.

4.6. Estrutura da analise dos dados

Durante a aplicacdo do Percurso de Estudo e Pesquisa a anélise teve duas condugdes
para cada estudo empirico: uma andlise interna e uma anélise externa.

A andlise interna no primeiro estudo empirico, constitui em observar as organizacdes
matemadticas e diddticas apresentadas durante a aplicagdo do PEP, como também, a mudanca
dos tipos de praxeologias matemadticas utilizada pelos alunos e pelo professor no decorrer do
desenvolvimento do dispositivo. Durante a observacdo, também foram identificados os
contratos didaticos estabelecidos, as negociacdes, renegociagdes € as suas rupturas de contrato
dos sujeitos da pesquisa. Na andlise interna, no segundo do estudo empirico, foi acrescentado
os passos do ciclo de solucdo de problemas e os insights. O motivo destes elementos tedricos
serem incorporados no segundo estudo empirico, estd relacionado ap6s a aplicagao do primeiro
estudo identificarmos a necessidade de observamos com mais elementos os indicios de
aprendizagem do conceito de fungdo e fungdo afim durante a aplicacdo do PEP. Os elementos
observados em nossa analise interna nao foram analisados de maneira isolada, mas buscando

relacionar a mudanca dos tipos de praxeologias, os tipos de contratos didéticos estabelecidos,
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didatico.

os passos do ciclo de solucdo de problemas e os possiveis insights na aplicacdo do dispositivo

Em seguida iremos apresentar uma tabela com os elementos analisados na andlise

interna:

Quadro 20 - Elementos Observados na Andlise Interna

Elementos Analisados Observado Instrumentos
Praxeologias Os tipos de tarefa (T), Protocolos
técnica (1), tecnologia
(0) e teoria (0).
Tipos de Praxeologias OMP, OML, OMR, Protocolos

OMG

Contrato didatico

Contratos estabelecidos
durante a aplicacdo do
PEP

Filmagens, audios e
caderno de anotagdes

Negociacao de contrato

Momentos de negociagdo
de contrato

Filmagens, dudios e
caderno de anotacoes

Renegociacao de contrato

Momentos de
Renegociacao de contrato

Filmagens, audios e
caderno de anotagdes

Efeitos de contrato

Toépazio, Jourdain,
Deslize Metacognitivo,
Utiliza¢do Abusiva da
Analogia e o
Envelhecimento das
Situacoes de Ensino

Filmagens, dudios e
caderno de anotacdes

Rupturas de contrato

O momento de mudanca
de contrato

Filmagens, dudios,
caderno de anotacgdes e
protocolos

Ciclo de Solucao de Evolug¢ao dos passos Filmagens, dudios,
Problemas propostos caderno de anotagdes e
protocolos
Insights Durante a crescente Filmagens, audios,

complexidade das
organizacoes
matematicas

caderno de anotacdes e
protocolos

Fonte: préprio autor (2019)

Ressaltamos que cada elemento foi apresentado e discutido nos capitulos anteriores,

buscando relacioné-los ao aplicarmos um PEP.
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Na andlise externa, foi observado o desenvolvimento do PEP e a sua evolucdo, tomando
por base a andlise interna e a proposta de cronograma dos encontros, verificando quais os
elementos influenciaram na condugao do dispositivo. Outro ponto analisado foi o nosso MER,
verificando quais percursos utilizados pelos alunos para construir a resposta da questdo geratriz,
observando o nivel de conformidade com o nosso modelo. Para essa andlise utilizamos todos
os instrumentos destacados na pesquisa, como: os protocolos, as filmagens, os dudios e o
caderno de anotagdes.

A andlise interna e externa nao aconteceu em momentos diferentes, mas
simultaneamente, observando todos os elementos de anélise e verificando os pontos relevantes
na aplicacdo e desenvolvimento do PEP, como por exemplo, os pontos de rupturas, a mudanca

de OM e os possiveis insights. A seguir apresentaremos um esquema de nossa analise:

Figura 45 - Esquema de Andlise Interna e Externa

(8 )

CQHFF?tO Renegociagdes
Didatico

Estado Estado
Inicial de meta

\_ Analise Interna Y

PEP
Andlise Externa
- 4

MER

K Analise Externa /

Fonte: préprio autor (2019)
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O nosso esquema apresenta incialmente a anélise interna, com os seus elementos a serem
observados e analisados. Em seguida o campo que o PEP é desenvolvido, no caso, pode existir
outros PEP de contetidos que o nosso MER possa fundamentar. Logo apds temos o campo do
MER, no nosso caso é o direcionado para o estudo de fun¢des elementares para a licenciatura

em Matematica.
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Capitulo V: Analise da Aplicacao do PEP no Curso de Licenciatura em
Educacao no Campo com Habilitacio em Matematica

Apresentaremos a descricao e as andlises da aplica¢do do PEP no curso de Licenciatura
em Educacdao do Campo com Habilitacdo em Matematica, ocorridas nas aulas da disciplina
Funcdes I, divididas em dois estudos empiricos, com duas etapas e em semestres diferentes: o
primeiro aconteceu no segundo semestre de 2017; e o segundo, no primeiro semestre de 2018.
Destacamos que o professor da referida disciplina, participante de nossa pesquisa, manteve-se
presente nos dois estudos empiricos, embora com alunos diferentes. Para cada estudo empirico,
inicialmente realizamos a formagdo com o professor da disciplina e, em seguida, aplicamos o
PEP sobre o conceito de funcdo e de funcdo afim. Realizamos primeiramente, a andlise da
formacdo com o professor da disciplina, e, consequentemente, a anélise das etapas de aplicagdo,

com destaque para os elementos metodologicos e de anélise utilizados.

5.1. Primeiro Estudo Empirico

Para a andlise deste estudo, utilizamos os elementos tedricos da Teoria Antropoldgica
do Didético e da Nocdo do Contrato Didatico, com a finalidade de observar a evolucao
praxeoldgica do professor da disciplina Fungdes I, como também dos seus alunos. Para auxiliar
nas andlises, observamos as relagdes contratuais diddticas estabelecidas, os seus efeitos, as
renegociacdes e suas rupturas de contrato durante o processo de aplicacdo e de ensino do

dispositivo didatico.

5.1.1. Formacio com o professor da disciplina Funcoes I no Primeiro Estudo
Empirico

A formacdo do professor foi dividida em dois encontros antes da aplicacdo do PEP e
mais um no decorrer da aplica¢do do dispositivo, nos quais foram apresentados os elementos
tedricos e metodoldgicos, assim como todo o material a ser utilizado. No primeiro encontro,
teve inicio a preparacao do professor da disciplina Funcdes I para a aplicacdo do PEP referente
ao conceito de funcdo. Nessa ocasido, apresentamos alguns pontos teéricos que fazem parte da
nossa pesquisa, abordando o campo tedrico ao qual ela faz parte, como a Teoria das Situac¢des

Didaticas, a Teoria Antropoldgica do Didético e o PEP, como também os motivos pelos quais
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escolhemos para estudo o conceito de funcdo ministrado nas aulas da Licenciatura em
Matematica.

No decorrer da apresentagdo, o professor realizou algumas perguntas, as quais foram
respondidas pelo pesquisador, o que resultou numa discussdo conjunta, com exemplos do
cotidiano escolar. Esse primeiro momento durou em torno de 60 minutos e, ao final, acertou-se
uma nova data para o encontro seguinte.

Na segunda sessdo, apresentamos e discutimos as propostas do nosso MER e do PEP,
verificando os principais elementos utilizados para a constru¢do do modelo, analisando o
esquema e verificando o desenvolvimento proposto do PEP. Durante a formacao, algumas
perguntas foram feitas pelo professor e foi discutido cada ponto levantado por ele. Esse segundo
encontro durou em torno de 60 minutos.

Os dois encontros para a formagdo do professor da disciplina, realizados antes da
aplicacdo do PEP, foram importantes para a familiarizacdo, e, principalmente, a compreensao
da proposta do dispositivo didético. Por conseguinte, o terceiro encontro foi essencial para uma
adequacdo da aplicacdo do dispositivo. No decorrer da descricdo dos encontros presenciais,
apresentaremos momentos € pontos para os quais o professor apresentou algumas mudangas

praxeoldgicas que, possivelmente, influenciaram a sua formacao.

5.1.2. Primeiro Encontro Presencial do Primeiro Estudo Empirico

No primeiro encontro presencial com os alunos, foi aplicada a Ficha Diagndstica, que
contém oito itens sobre o conceito de funcdo. A finalidade desse elemento foi relembrar
algumas técnicas usuais a serem utilizadas no desenvolvimento do dispositivo didatico. A
identificacdo dos alunos se deu pelo nome “Aluno” seguido de um numero cardinal, como, por
exemplo: Aluno 01, Aluno 02 etc.

A aula se iniciou no segundo horério, as 20h45min, com 15 minutos de atraso e com a
participacao de cinco alunos; o motivo do atraso foi a espera pelos outros alunos da sala de aula.
Alguns alunos que fazem parte da turma faltaram por estarem fazendo avaliacdo de reposicao
de outra disciplina, em outra sala, no momento da aplicacdo do PEP, mas se comprometeram
em participar dos outros momentos e em resolver as atividades da Ficha Diagnéstica em um

momento diferente das aulas presenciais, trazendo as respostas dos itens no encontro seguinte.
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O professor iniciou os trabalhos com a apresentacao da atividade, dizendo que se tratava
do conceito de Funcdo. Em seguida, distribuiu, para cada aluno, a Ficha Diagnéstica juntamente
com a folha-resposta, ressaltando que nela deveriam constar todas as anotagdes referentes as
respostas dos alunos. Lembramos que a aplicacdo da atividade diagndstica foi individual, mas,
no momento das resolugdes, a interacao entre eles nao foi vetada.

Ao iniciar com a Ficha Diagnostica, o professor fez a seguinte pergunta: “o que significa
funcdo?”. Ao fazer essa pergunta mais de uma vez, a sala ficou em siléncio e, depois de alguns
segundos, o professor escreveu a pergunta no quadro. Nesse momento, pudemos destacar a
existéncia de um contrato diditico (BROUSSEAU, 1996), na medida em que os alunos
aguardaram primeiramente a fala do professor, para depois iniciarem qualquer discussio; sem
o aval do professor, ndo poderiam discutir o conceito. Em seguida, o Aluno 01 tentou iniciar a

discussdo com a seguinte fala:

ALUNO 01: uma representacao de uma relacdo entre dois conjuntos.

A partir da fala do Aluno 01, o professor repetiu a sua afirmagdo e percebeu que a
explicacdo ndo estava completa, dai iniciou uma discussdo, incentivando os outros alunos a
participarem dela, mas, apesar do incentivo do professor, a discussao ficou entre o professor e

0 Aluno 01:

PROFESSOR: Ele (Aluno 01) diz que uma representacao entre os dois conjuntos? Né isso?
ALUNO 01: De uma relagao entre dois conjuntos...

PROFESSOR: De uma relacio entre dois conjuntos...

ALUNO 01: Isso!

PROFESSOR: De uma relagido qualquer? Ou é uma ...

ALUNO 01: Uma relacdo especifica, né isso?

PROFESSOR: E isso, nio é qualquer relagio que recebe o nome de funco.

Logo apos esse didlogo, o Aluno 02 participou da discussdo destacando a existéncia do
dominio e imagem de uma func¢do. O professor perguntou aos outros alunos, mas nao
responderam, ficando em siléncio prolongado. Pudemos notar a forca do contrato didatico
(BROUSSEAU, 1996) estabelecido inicialmente, gragas ao qual os alunos aguardaram a
explicacdo inicial do professor, para poderem prosseguir, existindo uma responsabilidade maior

em relacdo a aprendizagem por parte do professor.
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Com a falta de repostas pela turma, o professor foi ao quadro e apresentou a técnica para
definir fun¢do, utilizando o esquema de flechas (7, ;), um exemplo que ndo caracteriza uma
funcdo, mas uma relacdo. O professor perguntou aos alunos como uma relagdo pode ser uma
funcdo, destacando que existe uma especificidade para uma relacdo ser uma funcdo. No
momento do questionamento do professor aos alunos, o Aluno 01 tentava utilizar a definicao

formal, mas sem defini-la corretamente, resgatando trechos como:

ALUNO 01: dados dois conjuntos A e B...

Com a insisténcia paciente do professor em construir a defini¢do com os alunos, o Aluno

02 teve uma participagao, dizendo:

ALUNO 02: Que cada elemento tem que estar ligado a uma imagem.

PROFESSOR: Isso, mas vamos definir mais um pouquinho. Até ai, ta tudo tranquilo.

Em seguida, o Aluno 01 falou que cada elemento de A tem que estar relacionado a um
tnico elemento do conjunto B. Nesse momento, o professor ressaltou a fala do Aluno 01 e
destacou a frase: “relacionado a um Unico elemento”. Entdo, se dirigiu ao exemplo no quadro e
relacionou a fala do Aluno 01 ao exemplo utilizado, destacando que ndo era funcdo, e, em
seguida, apresentou outro exemplo que era funcdo. Na sequéncia, o Aluno 03 tentou conceituar
funcdo, mas sem sucesso. Contudo, o Aluno 02 chegou a defini-la. Apds isso, o professor pediu

para iniciar a responder o item 01 da Ficha Diagndstica.
Andlise do Item 01

O primeiro item é composto de quatro graficos diferentes. Nessa tarefa, o aluno tem que
identificar quais representam funcdes e o porqué. Para responder a esse item, um dos caminhos
¢ utilizar a técnica das retas verticais e paralelas ao eixo das ordenadas (z;,), verificando
quantos pontos de intersec¢ao existem na reta vertical com o grafico. Porém, a técnica explorada
pelo professor foi o esquema de flechas (74 4).

Os alunos, ao iniciar a resposta do primeiro item, ficaram em siléncio por alguns
minutos. Apds esse momento, o Aluno 03 perguntou se era para dizer quais graficos eram
funcdes; o professor reforgou esse raciocinio dizendo que, além de dizer quais sdo fungdes, era

necessario justificar a resposta. Em seguida, o Aluno 01 fez a mesma pergunta do Aluno 03, e
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o professor refor¢cou, mais uma vez, o que o item estava solicitando. Com o passar de alguns
minutos sem resposta por parte dos alunos, o professor foi ao quadro e escreveu mais um
exemplo, utilizando a técnica do esquema de flechas (7,) e, seguidamente, apresentou no
quadro a defini¢do formal do conceito de funcdo, perguntando a turma se a definicdo era aquela
mesma. Entdo, o professor comecgou a utilizar os exemplos anteriores para explicar mais uma
vez o conceito referido. Nesse momento, pudemos observar uma renegociacdo de contrato
(BROUSSEAU, 1996) por parte do professor, perante os alunos, na medida em que os alunos
ficaram em siléncio. O professor tentou explicar, mais uma vez, o conceito em estudo, mas com
o auxilio da definicao formal. Nesse sentido, verificamos o efeito topdzio (BROUSSEAU,
2008) juntamente com a utilizac¢do abusiva de analogia (BROUSSEAU, 1996). Um dos motivos
da dificuldade dos alunos em justificar qual gréfico era funcao, pode estar relacionado a técnica
abordada inicialmente pelo professor (7 ), segundo a qual, para responder ao item, o aluno
poderia utilizar a técnica (74 ).

O professor, ao dar inicio a mais uma renegociacao, apresenta no quadro dois graficos
que pertencem ao item para que os alunos consigam compreender o conceito, mas, antes de
iniciar esse processo, 0 Aluno 01 conseguiu justificar que o primeiro grafico ndo representava
funcdo, o que pode ter sido ser uma consequéncia positiva da primeira renegociacdo do
professor.

Diante do siléncio dos alunos por alguns minutos, o professor incentivou a interagdo em
sala, mas sem sucesso. Nesse momento, tentou relacionar a representagdo por esquema por
flechas, a defini¢ao formal e a representacdo gréfica, para tentar fazer os alunos compreenderem
o conceito de fun¢do, mas s6 o Aluno 01 conseguiu interagir com o professor. Com a utiliza¢ao
do primeiro gréfico do item, o professor utilizou a (7, ;) para respondé-lo; nesse momento, a
renegociacdo deu €nfase a andlise do gréfico, utilizando a técnica (7,,). Na explicagdo do
professor, existiu a iniciativa de interagdo dos Alunos 03 e 04, mas sem chegar a compreensao
do conceito de funcdo. Em seguida, o professor chegou a conclusio de que o primeiro grafico
nao era funcado, solicitando aos alunos que utilizassem a mesma técnica para concluir os outros
gréficos.

Depois de alguns minutos de siléncio na sala, o professor partiu para o segundo gréafico,
perguntando se era ou nao fung¢do. Nesse momento, o Aluno 01 afirmou ser funcao e justificou

a sua resposta:
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PROFESSOR: Essa daqui alguém pode definir se € ou ndo?

ALUNOS: ... (siléncio por alguns segundos)

ALUNO 01: é... (siléncio por alguns segundos) a defini¢do que vocé quer?

PROFESSOR: como vocg justifica se é ou nao funcao?

ALUNO 01: porque todo elemento de A, t ligado a um tnico elemento de B. Nesse caso,
denotando a abcissa A e a ordenada B.

Professor: Muito bem... (depois o professor gesticulou um sinal de positivo ao Aluno 01).

Em seguida, o professor incentivou, mais uma vez a interacdo em sala, ressaltando que
a construcdo € conjunta. Ele perguntou a cada aluno se existia dificuldade de identificar se havia
ou nao fun¢do nos outros graficos. Apds a fala do professor, os alunos ficaram em siléncio por
alguns minutos para terminar de responder a esse primeiro item.

Ao justificarem se os gréficos do Item Ol era ou ndo funcdo, os alunos utilizaram a
definicdo apresentada pelo professor no quadro, para fundamentarem as suas respostas. Em

seguida, observamos a figura 46 com a defini¢do escrita pelo professor no quadro.

Figura 46 - Definicao Escrita no Quadro pelo Professor
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Consequentemente, a resposta utilizada pelo Aluno 04:

Figura 47 - Resposta do Item 1 do Aluno 04
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Ao analisarmos as respostas dadas pelos alunos na figura 47, juntamente com a imagem
46, verificamos que a reproducdo, pelos alunos, da defini¢do apresentada pelo professor esté
presente na justificativa dos alunos. Com isso, caracterizamos mais um contrato diddtico, no
sentido de que os alunos tendem a reproduzir fielmente a técnica e tecnologia apresentada pelo
professor, ndo construindo seus proprios caminhos. Isso caracteriza uma dependéncia desses
alunos do professor e uma falta de autonomia por parte dos mesmos.

Outro ponto de andlise estd relacionado a um grafico do item Ol e que apresenta uma
descontinuidade. Nesse caso, os alunos, em sua maioria, acharam que nao era funcao, refletindo

uma falta de conhecimento da tecnologia e da teoria ensinadas.

Figura 48 - Grafico do Item 01

Fonte: Ficha Diagnéstica (2017)

Observamos que a exploragdo da técnica (7, 1), no maior tempo da aula, por parte do
professor, inibiu a utilizagdo da técnica (4 ,) que, a0 NOSSO Ver. seria a mais conveniente para
responder ao Item Ol. A organizacdo praxeoldgica utilizada pelo professor influenciou
diretamente as respostas dos alunos, ressaltando a técnica utilizada pelo professor com maior
énfase. Nesse sentido, os contratos didaticos, suas renegociagdes e seus efeitos sdo identificados
no desenvolver desse item, apresentando a dependéncia dos alunos em relacdo ao professor, na

busca da resposta.

Analise do Item 02

O Item 02 direciona os alunos para o cdlculo do valor numérico da imagem de uma
funcdo, proporcionando-lhes construir uma relagdo de correspondéncia entre os elementos do
dominio e da imagem de uma fun¢do. A técnica geralmente utilizada ¢é a
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73,. Nela, a varidvel x serd substituida por um valor numérico em y = f(x), obtendo-se uma
expressao numérica a ser resolvida.

O professor iniciou escrevendo no quadro a funcdo do item 02 e perguntou aos alunos
como ficaria a letra “a” do item. Apds isso, o professor perguntou mais uma vez, a mesma
pergunta, e o Aluno 01 falou que o x é 0 3 e o f(3) € 0 y, e, em seguida, juntamente com o
professor, fez a relacdo entre a imagem e o dominio da funcdo. Em seguida, o professor
perguntou novamente para a turma qual era a imagem do 3 para essa funcdo; o Aluno 05
respondeu afirmando que era substituir a varidvel x pelo nimero 3, confirmando a utiliza¢do
da técnica 73 ;. Na sequéncia, o professor fez os cdlculos no quadro, mas ressaltou a relagio
entre 0 dominio e a imagem da fun¢do. Nesse momento, notou-se a presenca do contrato
didético, quando o professor necessitou iniciar estimulando os alunos para que continuassem a
responder o item. Esse contrato foi reforcado pelo professor, pelo fato de ele comentar: “da
mesma forma vocés vao aplicar com os outros...” (fala do professor).

Ap6s alguns minutos de siléncio, o professor observou a resolucio de alguns alunos e
retirou algumas de suas ddvidas relacionadas a potencia¢do de um ndmero real, no que se referiu
a utilizacao dos parénteses. Logo depois solicitou que o Aluno 01 respondesse no quadro a letra
G‘d”.

PROFESSOR: Quer fazer ai, Aluno 01?

ALUNO 01: (siléncio alguns segundos)

PROFESSOR: Quer fazer?

ALUNO 01: A letra d.

PROFESSOR: Como vocé arma essa questao? Como voceé faria essa questao?

ALUNO 01: E s6 substituir, pd!

PROFESSOR: Mas a dificuldade dele (Aluno 02) se tem necessidade de colocar os parénteses...
ALUNO 01: Tem sim...

ALUNO 02: Por qué?

ALUNO 01: Porque, se eu elevar, por exemplo ... se eu retirar os parénteses vai ficar sé o 5 ao
quadrado af o sinal vai continuar, entendeu?

ALUNO 02: Como € que eu sei ... eu sei que isso elevado sem os parénteses s estd elevando o
nimero, nio o sinal, mas como parar, como eu sei que tem que colocar os parénteses ou tem
um caso particular? Ou que nao precise ou fique desse jeito?

ALUNO 01: Porque esse caso aqui, por exemplo, se aqui fosse... se eu boto os parénteses, se
retirasse a raiz ... teria que ser o modulo de ... porque d4 o quadrado, raiz quadrada ...
PROFESSOR: Porque vocé tem aqui Aluno 02, x ao quadrado, entdo o valor de x que vocé vai
substituir tem que elevar ao quadrado. Se ele € positivo ou negativo, vocé€ pode optar em colocar
os parénteses sempre ... quando € positivo voc€ pode optar, mas quando for negativo vocé tem
que colocar, porque o valor de x que vocé vai substituir tem que ser elevado ao quadrado, e, se

o valor de x € — 5, entdo todo esse valor tem que ser elevado ao quadrado, entdo vocé coloca os
parénteses pra indicar que vocé estd elevando tudo. T4 certo?
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ALUNO 02: (siléncio alguns segundos)

PROFESSOR: Ah?

ALUNO 02: (gesticulou com a cabeca com um sinal de positivo)

PROFESSOR: Quando vocé tem qualquer coisa, vamos supor a2, e vocé diz que “a” vale -3,
entdo se vocé vai elevar a2, entdo vocé tem que fazer (- 3)°.

ALUNA 03: S6 quando € negativo, no caso?

PROFESSOR: E ... porque os parénteses indicam que todo ele serd elevado ao quadrado. Mas,
quando € positivo, ndo; quando € positivo, fica opcional, ndo faria diferenca. Se vocé ndo coloca
os parénteses, voc€ estd excluindo o sinal da poténcia.

Nesse momento de interagc@o entre os alunos, o Aluno 01 tentou validar a sua explicagao,
mas foi questionado em alguns momentos pelo Aluno 02, o que gerou momentos de tensdo
(ARAUJO; BRITO LIMA; CAMARA DOS SANTOS, 2011). Mas, quando o Aluno 01 ndo
chegou a uma explicacdo convincente, o professor interveio, institucionalizando a defini¢do
discutida.

Observamos que o professor tem um papel predominante nesse sistema diddtico
estabelecido, ficando com a maior parte da responsabilidade pela conducdo do saber em sala,
reforcando o contrato estabelecido, no qual a dependéncia dos alunos dele é grande no
desenvolvimento do saber em jogo.

ApOs explicar a utilizagdo dos parénteses na potenciacio, o professor voltou a auxiliar
0 Aluno 01 na resolucao da letra “d”, corrigindo e institucionalizando a resposta. Em seguida,

a figura 49 apresenta a técnica utilizada pelo Aluno 01:

Figura 49 - Técnica Utilizada pelo Aluno 01
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Fonte: préprio autor (2019)

Observamos que a técnica (73 ) utilizada pelo professor foi reproduzida pelo Aluno 01. Nesse
sentido, temos a identificacdo do contrato didético estabelecido, no qual o aluno reproduz as
técnicas apresentadas pelo professor sem questionar. Tal ponto pode ser constatado nas
resolucdes dos outros alunos representados nas figuras 50 e 51:
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Figura 50 - Resolug@o do Aluno 03
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Figura 51 - Resolugdo do Item 02 do Aluno 05
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As figuras 50 e 51 apresentam a técnica utilizada pelos Alunos 03 e 05 ao resolverem o
item 02. Observamos que é a mesma utilizada pelo professor e esse fato reforca o contrato
didético, no qual os alunos utilizam estritamente as técnicas apresentadas e utilizadas pelo

professor na resolu¢do do item.

Analise do Item 03

Esse item permite relacionar a constru¢do de tridngulos equildteros com palitos de
fosforo. Inicialmente, partiu-se da construcdo de um tridngulo composto de trés palitos; em
seguida, de dois tridngulos com cinco palitos, e assim por diante. A finalidade do item é levar
o aluno a compreender a relacdo de dependéncia entre os dados existente em uma fun¢do; no
caso, o triangulo e os palitos de fosforos.

O professor iniciou o item chamando os alunos para observar e resolver as questdes.
Ap6s alguns segundos de siléncio, o professor solicitou o Aluno 02 para ler o item. Notamos
que esse procedimento tem influéncia de um contrato didatico (BROUSSEAU, 1996) utilizado

pelo professor e que, consequentemente, reflete-se em uma acao esperada pelo aluno.
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Com a leitura do item realizada pelo Aluno 02, o professor foi ao quadro para reescrever
o item. Observamos que essa a¢do do professor se repetiu nos itens anteriores, caracterizando
um contrato didatico estabelecido entre as partes.

O professor, apds escrever o item no quadro, fez as seguintes perguntas:

PROFESSOR: e af ... no primeiro tridngulo, quantos palitos sdo necessdrios pra construir (0
triangulo)?

ALUNOS: ... (siléncio por alguns segundos)

PROFESSOR: (ao escrever no quadro a resposta da letra “a”) € isso?

ALUNOS: ... (siléncio por alguns segundos)

PROFESSOR: E o segundo?

ALUNO 02: Cinco...

PROFESSOR: Cinco palitos necessdrios... E o terceiro triangulo? Desculpe a terceira figura?
ALUNO 03: Sete...

PROFESSOR: E quantos triangulos?

ALUNO 01: Trés.

Em seguida, o professor repetiu as respostas apresentadas, institucionalizando os
resultados na classe; ele iniciou a discussdo para responder a letra “a”. Essa praxeologia
utilizada pelo professor nos leva a ressaltar o Efeito Topazio presente em vérios momentos da
aula, quando o docente nao aguarda o questionamento do aluno, mas antecipa a resposta.

Ao perguntar a resposta da letra “a” aos seus alunos, o professor tentou buscar uma
relacdo tomando por base a discussdo gerada pela figura do item. Como os alunos ndo
responderam, ficando alguns minutos em siléncio, o professor retornou ao quadro e utilizou a
resolucdo construida, com base na figura do item, e retomou aos mesmos questionamentos
iniciais. Nesse momento, o Aluno 03 respondeu a letra “a” falando: “nove palitos”. Notamos
que, para que alguns alunos compreendessem a questdo, foi necessario acrescentar dois palitos
a cada tridangulo seguinte; o professor renegociou o seu contrato, acrescentando mais uma
informacao, que, no caso, foi: para construir o tridngulo seguinte, € necessario acrescentar dois
palitos. Em seguida, passou para a letra “b”, perguntando a turma quantos palitos eram
necessarios para construir os tridngulos? Como os alunos perceberam que a técnica €
acrescentar dois palitos para construir o tridngulo seguinte, responderam sem problemas.

O professor passou para a letra “c”, repetindo a pergunta aos alunos. Para chegar a
resposta dessa letra, os alunos tiveram que utilizar uma técnica mais elaborada que a anterior,
porque o problema solicitava uma expressdo algébrica que generalizasse para qualquer

quantidade de triangulo. Por necessitar de uma técnica mais elaborada, a sala ficou em siléncio
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por alguns minutos; sua dificuldade pode estar relacionada a mudanca de uma organizacdo
matemdtica pontual para uma organizacdo matemdtica local (CHEVALLARD, 1999),
necessitando o aluno da articulagdo das técnicas. Em seguida, os alunos 01 e 02 chegaram a

uma expressao, a qual o professor solicitou que o Aluno 01 representasse no quadro (figura 52):

Figura 52 - Expressdo Construida pelo Aluno 01

Fonte: préprio autor (2019)

Notamos que a técnica utilizada pelo Aluno 01 foi construida tomando por base os
exemplos dos casos particulares. Essa técnica se inicia a partir dos casos particulares até a sua
generalizacdo, e estd fundamentada na tecnologia da indu¢do matemadtica, tecnologia que,
naquele momento, nao foi mencionada por nenhum dos sujeitos.

Essa falta de fundamentacio tecnolégica (RODRIGUEZ; BOCH; GASCON, 2007),
expressa pelos sujeitos, reforca a ideia da utilizacdo da técnica pela técnica, observada quando
0 Aluno 01 ndo soube explicar o porqué do 2n + 1. Na tentativa de explicar essa expressao, o
Aluno 02 levou em conta o lado de intersec¢do dos tridngulos, mas ndo o fundamentando
matematicamente e chegando a mesma expressdo. Apesar de o professor perguntar para os
outros alunos sobre a expressao, ndo obteve resposta. Esse siléncio pode caracterizar uma falta

de argumentacdo tedrica das técnicas utilizadas.

Analise do Item 04

O item 4 parte de casos particulares para a determinacao da drea do triangulo retangulo
para, em seguida, chegar a uma expressdao que generalize a situagdo apresentada; porém, a
determinag¢do do dominio e da sua imagem € necessdria para que se possa compreender o
problema e construir a resposta.
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O professor iniciou sua aula solicitando a leitura do item a um aluno, e, em seguida,
escreveu no quadro as informagdes disponiveis sobre o problema. Depois de o Aluno 01 fazer
a leitura do item, o professor desenhou o retangulo com os valores de suas dimensdes. Em
seguida, perguntou a alguns alunos se compreenderam o item, mas os alunos ficaram em
siléncio. Diante disso, o professor explicou o item mais uma vez, mas apresentando mais
informacdes, tais como, a drea a ser observada de um tridngulo. Logo depois, partiu para

responder a letra “a”. Na resolugdo dessa letra, o professor perguntou a sala qual a 4rea do

base x altura

triangulo, obtendo a resposta do Aluno 01: A; = .

Um fato interessante foi que, antes de o professor prosseguir com a discussdo do Item
04, ele retornou ao item 03 e perguntou se a expressao encontrada era uma funcao, levando a
discussao para relagdo de dependéncia entre os termos de uma fun¢do. A finalidade do professor
foi relacionar esse item ao proximo, no caso, o item 04, levando os alunos a utilizarem a mesma
técnica. Logos apds, retornou para o item 04 e respondeu a letra “a”, escrevendo a resolu¢ao no

quadro.

Figura 53 - Resposta do Professor da Letra “a”

/ / !

/ ' e

Fonte: préprio autor (2019)

O professor utilizou a técnica de substituicao das letras por valores numéricos, obtendo
a area solicitada. Em seguida, solicitou aos alunos que respondessem a letra “b”. Trés alunos

conseguiram responder a questao desse item, utilizando a técnica apresentada pelo professor.
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Figura 54 - Resposta do Aluno 05
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Fonte: préprio autor (2019)

Ao final da aula, o Aluno 01 conseguiu responder ao item por completo, chegando a

expressao que representa a generalizagdo e a sua representacao grafica.

Figura 55 - Resposta do Aluno 01
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Fonte: préprio autor (2019)

Notamos que o Aluno 01 possuia o dominio de técnicas mais elaboradas, respondendo
aos itens 04 e 05 por completo. Assim, passou de uma OMP para uma OML, mas nido podemos
afirmar se compreendeu a sua utilizacdo e a sua fundamentacdo. Esta é uma andlise cuja
conclusdo necessita de uma teoria de aprendizagem, mas destacamos que ndo € esse 0 nNosso
objetivo neste momento de estudo empirico.

Depois de alguns minutos, com a sala em siléncio, o professor encerrou a aula porque
havia chegado o final do hordrio. Ele solicitou que os outros itens fossem resolvidos em casa e

apresentados na aula seguinte.

5.1.3. Segundo Encontro Presencial do Primeiro Estudo Empirico

No segundo encontro, foi aplicada a Ficha de Trabalho, com o objetivo de revisar as

técnicas utilizadas juntamente com as tecnologias que as justificam. A ficha € composta de 10
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(dez) itens, contendo o conteudo fungdo afim e aborda a construgdo de graficos no plano
cartesiano, a andlise de parametros observando o crescimento ou decrescimento, o zero da
funcdo, o estudo do sinal e a resolucdo de problemas como contetidos secundéarios.

A aula foi realizada no dia 15 de agosto de 2017 e teve nove alunos presentes. Para
participar dessa aula, o professor convidou mais trés alunos da Licenciatura em Matematica de
outro periodo. Ressaltamos que a presenca de outros alunos nado interferiu no desenvolvimento
da pesquisa, e lembramos que foi dada autonomia ao professor para tomar suas decisoes.

A aula iniciou-se as 19h20 minutos e teve a duracido de 70 minutos. Os alunos foram
divididos em grupo de trés integrantes e cada grupo recebeu uma ficha de trabalho. O professor
falou que esse seria o material da aula e que iriam trabalhar, especificamente, sobre funcao
afim, ressaltando que todas as respostas deveriam ser registradas. Lembramos, que, antes de
comecar a preencher a ficha de trabalho, o professor ndo discutiu os itens que faltaram ser
respondidos da aula anterior, mas destacou que seriam abordados em outro momento.
Ressaltamos, que durante todas as aulas subsequentes, as discussdes dos itens da ficha

diagndstica ndo foram tratadas pelo professor.

Analise do Item 1

Este Item € composto de quatro fungdes afins e solicita que se construa, no mesmo
sistema cartesiano as suas representacoes graficas. Apos entregar a Ficha de Trabalho para os
grupos, o professor iniciou os trabalhos solicitando aos alunos que lessem o Item e, em seguida,

ele mesmo refez a leitura e perguntou:

PROFESSOR: Como poderiamos construir o grafico dessa letra “a” ai?

Durante a explicita¢do do item pelo professor, alguns alunos dividiam a resolugdo pelo

grupo, isto é, cada aluno respondia uma letra do Item:

ALUNO 01: Voce faz a letra “a” (Aluno 05), vocé a “b” (Aluno 04) e eu fago a letra “c”, beleza?
ALUNO 05: Beleza...

A partir dessa ac¢ao, podemos levantar dois pontos relacionados aos alunos: o primeiro
referente ao sentido que pode caracterizar um processo de devolu¢do, no momento de aceitagao
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do item, na tentativa de respondé-lo; o segundo quanto a atitude de alguns alunos, de
responderem ao item individualmente, mesmo compondo um grupo. O PEP tenta enfrentar a
atitude individualista presente nas aulas de Matemadtica, buscando redirecionar as agdes para
um trabalho coletivo (RODRIGUEZ; BOSCH; GASCON, 2007).

Em seguida, o professor responde ao item “a” utilizando a técnica que substitui o valor
de x por 0, encontrando o valor numérico de y (74 1). Depois, substituiu o valor de y da fung¢io
por 0 (79,), obtendo o zero da fungdo. Com a utilizagdo dessas duas técnicas, o professor
conseguiu determinar dois pontos cartesianos para construir o grafico. A figura 56, apresenta

essas técnicas utilizadas pelo professor.

Figura 56 - Técnicas Utilizadas pelo Professor para Construir o Gréfico da Fung¢do Afim

=

Fonte: préprio autor (2019)

Observamos que essas técnicas diferem da técnica apresentada no livro didético
analisado, no qual € sugerida a técnica (7¢ 1), no caso, substituir o valor de x, na fung¢io, por um
valor numérico. O professor utilizou duas técnicas na constru¢do, destacando os pontos de
intersec¢do do gréafico nos eixos do plano cartesiano, caracterizando uma proposta de resolu¢ao
diferente. Logo apds, também comentou que o grifico da fungdo afim pode ser construido
utilizando-se somente a (74 ), que pode ser observada na figura 56, pela construgio de uma
tabela.

Na continuidade da aula, o professor solicitou aos alunos que fizessem os itens “b” e
“c”. Os alunos tentaram responder as letras utilizando as técnicas apresentadas pelo professor.
Nesse momento, pudemos notar que a interagdo entre os membros dos grupos era visivel, na

tentativa de resolugdo, caracterizando uma mudanga de postura apresentada incialmente. Na
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ocasido, os alunos interagiram entre si na resolu¢do, que pode ter sido provocada pela formagao
dos grupos, possibilitando uma interacao maior entre os alunos. Durante a discussdo dos grupos,
o professor os acompanhou e retirou pequenas duvidas relacionadas ao item estudado.

Ap6s alguns minutos, o professor iniciou a resolucao da letra “c”, utilizando as técnicas
(T9,1) € (T6,1)- Ao resolvé-la, o professor percebeu que na aplicagdo das duas técnicas geram os
mesmos pontos, no caso (0, 0), necessitando recorrer a técnica (Tg;), mMais uma vez €

substituindo o valor de x por outro valor numérico, que pode ser identificado na figura seguinte:

Figura 57 - Resolugdo da Letra “c” pelo Professor

Fonte: préprio autor (2019)

Notamos, pela resolu¢do dos alunos, a tentativa de utilizar as técnicas abordadas pelo
professor, ndo tendo sido apresentado qualquer outro caminho. Essa afirmac¢do pode ser

comprovada pelas seguintes figuras:
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Figura 58 - Resolugdo das Letras “a” e “b” por um Grupo
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Fonte: préprio autor (2019)

Figura 59 - Resolugéo do Item 01 Letra “d”
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Fonte: préprio autor (2019)

As figuras 58 e 59 apresentam as técnicas utilizadas pelos alunos, as quais seguem as
utilizadas pelo professor. Observamos que a dependéncia dos alunos em relacdo ao professor
era evidente, e que eles esperavam uma a¢do do professor para responderem as atividades

apresentadas.

Analise do Item 02

Nesse Item, foi solicitada a construcdo da equacgdo da reta utilizando dois pontos
cartesianos. O professor iniciou a explanagdo lendo o enunciado do item e copiando no quadro
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a letra “a”. Em seguida, perguntou a seus alunos como se podia determinar a equagdo da reta.
O professor construiu o grafico utilizando a técnica (7¢7) € perguntou novamente como
determinar a equagdo da reta. Logo depois, o professor indagou qual funcdo representava o
gréfico, solicitando que os alunos respondessem qual era a sua representacao algébrica. Como
os alunos ndo responderam, o professor copiou no quadro: y = ax + b. Pela recorréncia dessa
atitude do professor, constatamos mais um contrato didatico de sua parte, na medida em que os
alunos ficaram em siléncio, e o professor apresentou a resposta.

Diante do siléncio dos alunos, o professor iniciou a resolugao, ressaltando que deveriam
recorrer ao sistema de equagdes, por terem que determinar o valor numérico de “a” e o de “b”.
Entdo, utilizou a técnica (77,), que € resolver o sistema de equagdes pelo Método da Adigao
(figura 60).

Figura 60 - Resolugdo do Sistema pelo Método da Adi¢do pelo Professor

L A0

Fonte: préprio autor (2019)

Durante a sua explicagado, os alunos ndo fizeram qualquer pergunta, apenas copiaram as
anotagdes do professor. Depois de resolver a letra “a”, o professor solicitou aos alunos que
resolvessem as outras letras. Esperou em torno de 10 minutos para que os alunos agissem; nesse
tempo, ficou elucidando as ddvidas dos alunos. A dificuldade dos alunos em responder a esse

N

item pode estar relacionada a mudanca de uma OMP para uma OML, como também a
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necessidade de uma maior articulagdo entre as técnicas, e, consequentemente, de sua

compreensdo tecnoldgica.

Figura 61 - Resolug@o do Grupo que Tentou Responder Todas as Letras do Item
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Fonte: préprio autor (2019)

No caso desse grupo, tem um ponto interessante pdde ser observado na resolugdo da
letra “b”: erraram na adi¢do do sistema, cortando a letra que deveria ser somada, isto €, fizeram
a subtracdo no lugar da adicdo. Nesse caso, eles reproduziram o procedimento apresentado pelo

professor, sem estabelecer uma relagdo entre a técnica e a sua tecnologia.

Analise do Item 03

O Item 3 € semelhante ao anterior. Nele sdo apresentadas uma fun¢@o afim e uma outra
representacdo de um ponto cartesiano: f(x) = y. Os alunos ainda estavam tentando responder

ao item anterior quando o professor perguntou sobre o Item 3:

PROFESSOR: E essa questdao 3? Quem quer fazer ela pra mim, aqui? Quem vem resolver ela

aqui (no quadro)?
ALUNOS: ... (ficaram em siléncio)
PROFESSOR: Vocés conseguem enxergar semelhanga com a 2 (item 2)? Sim...?

ALUNO 01: Claro, igualzinha ...
PROFESSOR: Semelhantes... né?

Em seguida, o professor fez a leitura do item e escreveu as informacdes necessdrias,
sobre o problema no quadro. A respeito do didlogo anterior, observamos uma dependéncia forte
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dos alunos em relacdo ao professor; eles necessitavam escutd-lo primeiro para, depois, discutir
o item. Outro ponto a considerar € o tempo que o professor disponibilizou para os alunos
responderem a questdo, ja passando para o proximo item sem consolidar o atual. Um dos
motivos deve estar relacionado a exigéncia da institui¢do em que o professor trabalha para que
ele cumpra o programa de ensino. Podemos relacionar este fato a necessidade de uma discussao
sobre esses aspectos, tomando por base a cronogénese (CHEVALLARD, 2009a, 2009b), dada
insuficiéncia do tempo de interacdo entre o professor, os alunos e o saber em jogo, que foi neste
caso, a fungdo afim.

No andamento da aula, o professor tentou associar a resolu¢do desse item a do item
anterior, destacando que as representacdes eram diferentes, mas os procedimentos eram o0s
mesmos. Apesar da tentativa do professor em buscar uma interagdo com os alunos, a
participacao destes foi pequena. Destacamos que, pela insisténcia do professor em provocar a
participacao dos alunos, ele perguntou e, logo depois, respondeu a questdo, apresentando nesta
ocasido o efeito topdzio, e, consequentemente, o efeito da utilizacdo abusiva de analogia, ao
referenciar vdrias vezes que este item era semelhante ao anterior.

Dos trés grupos, dois conseguiram responder a questdo utilizando as mesmas técnicas
utilizadas para a resolucdo do item anterior. A figura seguinte apresenta a resolucdo de um dos

grupos:

Figura 62 - Resolugéo do Item 3 por um dos Grupos
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Fonte: préprio autor (2019)
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Analise do Item 4

Nesse item, busca-se encontrar a equagao da reta que passa por um ponto conhecido e
tem o seu coeficiente angular nele apresentado. O professor iniciou a aula perguntando sobre
como o item pode ser resolvido. Em seguida, leu o enunciado e fez uma relagdo com o item 2,
por ter utilizado, em sua resolucdo, a representacdo geral de uma reta. Consequentemente,

escreveu no quadro: y = ax + b e perguntou quais os nomes dos coeficientes “a” e “b”.

PROFESSOR: Isso aqui € quem (coeficiente a)? Como € o nome deste coeficiente? Das dltimas
aluas, quem lembra? O “a” ¢ chamado de qué, Aluno 01?

ALUNO 01: Coeficiente angular.

PROFESSOR: Entdo vimos isso (coeficiente angular) nas nossas aulas! Chamamos de
coeficiente angular. Por que aquilo (coeficiente a) é coeficiente angular?

ALUNOS: ... (siléncio).

A falta de resposta dos alunos sobre a finalidade do coeficiente angular pode estar
relacionada a caréncia da compreensdo tecnoldgica ao utilizarem uma técnica. Depois do
siléncio dos alunos, o professor explicou o que € coeficiente angular, resgatando a nogao de
taxa de variacdo, assim como do valor fixo que representa o coeficiente “b”, destacando que
essas nocdes foram abordadas nas aulas anteriores da disciplina. Em seguida, ressaltou que o
coeficiente “a” pode ser chamado de taxa de variacdo ou de coeficiente angular, como também,
o coeficiente “b” pode ser chamado de valor fixo ou de coeficiente linear.

O professor solicitou aos alunos que realizassem uma pesquisa para saber o0 motivo e a
funcionalidade dos coeficientes. Logo depois, tentou relacionar a resolu¢do do item as
resolucdes dos itens anteriores. Durante a explicacdo os alunos ndo interagiram com 0O
professor, fincando em siléncio. A falta de conhecimento tecnoldgico os limitou, levando-os a
reproduzir as técnicas sem compreender a tecnologia que a justifica (CHEVALLARD, 2002).

Observamos que, durante os minutos que o professor disponibilizou para os alunos
responderem o item, a interacdo entre os membros dos grupos aconteceu e retiraram duvidas
entre si e com o professor. Todos responderam o item utilizando as mesmas técnicas dos itens

anteriores.
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Analise do Item 05

Este item € semelhante ao anterior; a diferenca € que o valor do coeficiente linear é
conhecido. O professor fez a leitura do item e o relacionou ao anterior, destacando a diferenga
e o conhecimento do coeficiente linear. Ressaltou que as técnicas para o resolver sdo as mesmas
do item anterior e solicitou para os alunos resolverem a questao, mas, logo em seguida, passou
a comentar o item 06.

O professor ndo fez uma discussao mais elaborada desse item, destacando que a
funcionalidade do coeficiente linear difere da do coeficiente angular, isto €, ndo fez a discussao
tecnoldgica que fundamenta a técnica; apenas destacou que se tratava da mesma do item
anterior. Essa atitude do professor reforcou a utilizagdo da técnica pela técnica, ponto que o

PEP enfrenta em seu desenvolvimento (CHEVALLARD, 2004, 2006, 2009a).

Analise do Item 06

Este item solicita a representacdo algébrica de uma funcdo afim a partir de uma
representacao grafica.

O professor iniciou os trabalhos lendo o enunciado e ressaltou que a questdo ja foi
respondida de uma forma diferente; neste caso, o professor estava se referindo aos itens
anteriores. Especificamente, ele relacionou este item ao item 2, destacando que um item € o
contrério do outro. Em seguida, ele perguntou aos alunos como se poderia obter as informacoes

para responder ao item em estudo:

PROFESSOR: Vocés vao olhar para a reta e tentar retirar dois pontos. Vocés conseguem dizer
por onde ela passa?

ALUNA 07: Seis e menos trés...

Professor: Vamos l4...

ALUNA 07: Seis...

PROFESSOR: Seisno x, € ...

ALUNA 07: Menos trés no y...

PROFESSOR: Nio... vejam s6 o que vocés estdo me dizendo: que estd passando no ponto seis
no x e menos trés no y; o menos trés estaria aqui em baixo (o professor demonstra no quadro).

Mais uma vez, a falta de compreensao tecnoldgica dos alunos comprometeu a resolucao

do item, fazendo com que tirassem conclusdes erradas. Diante dessa situacdo, o professor
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renegociou o contrato, tentando abordar de outra forma a sua explicacdo. O didlogo a seguir

transcrito descreve essa renegociacao:

PROFESSOR: Me diga uma coisa: se x for 2? Se vocé for em direcio a reta vai bater aonde?
ALUNOS: ... (siléncio).

PROFESSOR: Se o x for 2, se voce escolher x igual a 2 e descer para a reta, onde é que vai
tocar? Entdo ela passa por qual ponto?

ALUNOS: Menos dois...

PROFESSOR: Pronto... S6 esse € suficiente?

ALUNOS: Nao.

PROFESSOR: Entao precisa de outro ponto, né?

ALUNOS: Quatro e menos trés...

PROFESSOR: Quatro e menos trés ndo...veja direitinho. Se vocé€ pegar o quatro e for em
direcdo a reta, vocé€ vai tocar no menos um. Né isso?

ALUNOS: E...

PROFESSOR: Muito bem.

Além da renegociacdo por parte do professor, também identificamos o efeito topazio,
no sentido de ele antecipar a resposta para evitar o fracasso dos alunos. Em seguida, os alunos
iniciaram a resolu¢do da letra “a”, tomando por base as técnicas utilizadas nos itens anteriores.

O professor ndo respondeu no quadro a esse item como vinha fazendo; apenas escreveu
dois pontos cartesianos. Dos trés grupos, dois fizeram e um desses dois respondeu errado,

trocando os sinais da func¢do, como apresenta a figura 63:

Figura 63 - Resolugdo da Letra “a” do Item 6 por um dos Grupos
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Fonte: préprio autor (2019)

Outro ponto que destacamos € a falta de exploracdo de outras técnicas por parte do

professor e dos alunos, utilizando a mesma técnica para a resolucdo de todos os itens. Uma
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outra técnica que poderia ter sido explorada é a observacdo da intersec¢ao da reta no eixo das

ordenadas, determinando o valor “b”, tornando mais econdmico o processo de resolucgao.
Depois de alguns minutos, o professor encerrou a aula comentando sobre a préxima

seguinte. Depois recolheu as resolugdes dos alunos, solicitando que respondessem em casa aos

itens que faltaram ser respondidos.

5.1.4. Analise Conjunta dos dois Primeiros Encontros Presenciais do Primeiro
Estudo Empirico

O motivo de fazermos uma andlise dos dois primeiros encontros presenciais € pelo fato
de eles anteciparem a apresentacdo da questdo geratriz, trazendo elementos importantes para a
nossa andlise. Ressaltamos que essa é uma parte da andlise como um todo, e ndo uma andlise
em separado, e que entendemos ser importante destacarmos alguns pontos.

Iniciaremos levantando alguns pontos de nossa andlise interna, apresentando alguns
contratos didaticos estabelecidos, os efeitos e as técnicas na aplicagdo das duas fichas. Um
contrato didatico evidente é a espera dos alunos pela atitude do professor em iniciar as
discussdes do contetido em jogo; esse contrato foi observado em todo o momento das aulas.
Outro contrato relacionado ao anterior € a presenca do siléncio dos alunos, no qual o professor
apresenta logo a resposta do item, estabelecendo, consequentemente, outro contrato didatico,
que € a reproducdo das técnicas pelos alunos, sem questiona-las. Decorrem, desses contratos, o
efeito topdzio, que apareceu em varios momentos, juntamente com o efeito de abuso de
analogia.

As técnicas apresentadas foram poucas diante de outras possibilidades de resolugdes. O
professor fixou-se nas técnicas mais usuais, limitando uma técnica para cada item, e
consequentemente, os alunos reproduziram as técnicas utilizadas pelo professor. Em algumas
dessas reproducgdes, principalmente nos momentos de desenvolvimento de uma OMP para uma
OML, a tecnologia que justifica as técnicas ndo foi compreendida pelos alunos nem discutida
pelo professor, caracterizando uma caréncia tecnoldgica por parte dos alunos. Outro ponto que
PEP enfrenta é a falta da compreensdo tecnoldgica das técnicas utilizadas pelos alunos
(RODRIGUEZ; BOSCH; GASCON, 2007).

Diante do desenvolvimento das aulas, percebemos uma dependéncia dos alunos em

relagcdo ao professor, embora o desenvolvimento do PEP tenha como finalidade diminuir essa
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dependéncia, proporcionando a autonomia do aluno frente a resolu¢do dos problemas, para que

o conceito matematico é necessario (LUCAS, 2015).

No caso da andlise externa, o Modelo Epistemoldgico de Referéncia nao foi observado

por ndo estar relacionado ao objetivo das duas fichas. Para o desenvolvimento previsto do PEP,

esperadvamos cumprir a seguinte proposta:

Quadro 21 — Proposta de Aplicag¢do das Fichas

Secodes
Presenciais

Questdes derivadas

Sec¢des nao presenciais (SNP)

SP1

Ficha diagnéstico: o que significa
fungao?

Término das resolucdes dos
itens da Ficha Diagndstica

SP2

Ficha de Trabalho 1: entendimento
do que é func¢do afim, suas
aplicacdes e a sua razdo de ser,
constru¢do de modelos e técnicas de
construgdo algébrica e grafica, e sua
interpretacdo

Término das resolucdes dos
itens da Ficha de Trabalho 1

SP3

Institucionalizacio das respostas,
discussao e comparacdo das
diferentes técnicas utilizadas pelos
grupos nas fichas anteriores

Fonte: préprio autor (2019)

Ao compararmos a proposta com o periodo de aplicacdo das duas fichas, observamos

que estavam previstas trés se¢oes presenciais, mas tivemos apenas duas. O motivo disso foi

uma adaptacao sugerida pelo professor, para adequar nossa atividade ao tempo disponivel da

disciplina.

Outro fato foi o acontecimento das se¢Oes nao presenciais, cuja efetividade ndo tivemos

como verificar, pelo fato de os alunos ndo darem retorno dos itens nao respondidos nessas

ocasides, 0 que nos levou a entender que as se¢des ndo presenciais nao tiveram o efeito

esperado, devendo ser analisadas com mais atencao.

Diante desses elementos apresentados e a partir do desenvolvimento da resposta da

questdo geratriz e das questdes suas derivadas, podemos verificar os tipos de contratos, os

efeitos e as técnicas estabelecidas.
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5.1.5. Terceiro Encontro Presencial do Primeiro Estudo Empirico

Essa aula o professor iniciou com a apresentacdo da questdo geratriz, disponibilizando
o material e apresentando o problema. Foi realizada no dia 21 de agosto de 2017, iniciou-se as
19h20min, com 20 minutos de atraso, e teve a duracdo de 60 minutos. Participaram dela 5
(cinco) alunos, de um total de 6 (seis), e que foram separados em trés grupos, sendo que um
grupo ficou com um aluno, na perspectiva da chegada do sexto.

O professor iniciou a aula relembrando todos os conteddos estudados nas aulas
anteriores, como o conceito de funcdo na forma geral, de grifico de uma funcio, de funcao
afim, de equagdo na reta. Em seguida, perguntou se os alunos resolveram os outros itens que
nio foram resolvidos em sala, a0 que os alunos responderam ndo ter feito, mas o professor
solicitou que eles lhe entregassem em outro momento os itens nao resolvidos na aula presencial.
E importante destacar que a devolucdo dos itens ndo aconteceu em nenhum momento durante
a aplicacao do PEP.

Depois da fala inicial, o professor separou os grupos e entregou-lhes o material com a

contextualizacdo do problema e, em seguida, a questao geratriz:

Contextualizacido do Problema

Aposentadoria é um tema que surge de tempos em tempos, e que faz parte das discussoes
dos brasileiros, pois afeta diretamente a vida das pessoas economicamente ativas e de suas
familias. O Congresso Federal brasileiro aprovou a Lei 13.183/2015, a qual trata da mudanga
de algumas regras para a aposentadoria, com um ponto em destaque: a férmula 85/95. No caso,
a mulher terd que alcancar uma soma de 85 anos, somando seu tempo de contribui¢do e a sua
idade. No caso do homem, serdao 95 anos, seguindo o mesmo principio. As idades 85 e 95 anos

levam em conta a expectativa de vida dos brasileiros até 2018. Para os anos seguintes teremos:

2019 a 2020: 86 (mulheres) / 96 (homens);
2021 a 2022: 87 (mulheres) / 97 (homens);
2023 a 2024: 88 (mulheres) / 98 (homens);
2025 a 2026: 89 (mulheres) / 99 (homens);
2027: 90 (mulheres) / 100 (homens).

Fonte: Agéncia Senado (CASTRO, A; VILAR, I, 2015)
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Qo: Como representar a situagao atual e futura dos casos de aposentadorias das mulheres e dos
homens, tomando por base a Lei 13.183/2015, que trata das mudancas em algumas regras para
as aposentadorias?

Logo em seguida, o professor perguntou aos seus alunos quem desejava fazer a leitura.
A Aluna 03 leu o material. Em seguida, o professor esclareceu que o problema fazia parte da
continuidade do estudo de funcdes e comentou o tema aposentadoria, ressaltando que ele
interessa a todos. Seguidamente, perguntou que relacdo existe entre a idade e o tempo de

servico, apresentando, para isso, a férmula 85/95:

PROFESSOR: Pronto, entdo veja... dando continuag¢do ao nosso assunto “fungdes”, eu estou
propondo agora um probleminha pra vocés... ok?! Entao, todo mundo leu af junto, e nds temos
um problema que fala da Reforma da Previdéncia, né? Que foi aprovada em 2015, ... que refaz
os calculos de aposentadoria... ok?! Entdo, ele tem, incialmente, 85 pra mulheres e 95 pra
homens. O que € que significa isso? Esse 85 é o qué?

ALUNO 01: A soma da idade com a idade que trabalhou...

PROFESSOR: Como?

ALUNO 01: A soma da idade da pessoa, com a soma da idade que trabalhou...

PROFESSOR: Todo mundo concorda? A idade da pessoa...

ALUNO 03: Mais a idade trabalhada...

PROFESSOR: Isso... o tempo de contribuicdo, né? ...que voc€ contribuiu... € o que significa,
ele vai aumentando gradativamente né?! Ele faz uma diferenca ai ... entre homens e mulheres,
tranquilo isso ai? E justo isso?

ALUNO 03: Nio ...

PROFESSOR: Nao que a mulher trabalhe menos ... para se aposentar € o homem mais um
pouco... de tempo de contribui¢do, as somas.... Tranquilo isso? Qual a opinido de vocés em
relacdo a isso?

ALUNO 03: ... até porque a mulher .... ela se desgasta naturalmente ... toma conta de menino,
€ quem trabalha e faz tudo...

PROFESSOR: Tem outras atribui¢des em casa, muitas vezes.

ALUNO 03: MUITAS...

Nesse trecho do didlogo, levantamos trés pontos: o primeiro € a participacdo efetiva do
professor na interpretacdo do problema, destacando continuamente os dados da questdo
geratriz, ndo aguardando a interpretacdo por parte dos alunos. Podemos, portanto, destacar o
efeito topazio. O segundo € a troca que os alunos fazem do tempo de contribuicao por idade de
trabalho, caracterizando uma auséncia conceitual ou falta de compreensao tecnoldogica. Por
ultimo, temos a discussdo social que o PEP pode proporcionar, em sala, sobre a diferenca do

tempo de contribui¢ao entre homens e mulheres.
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Em seguida, o professor passou a ler a Questdo Geratriz e perguntou sobre o que eles

entenderam e como eles poderiam resolver a questao:

PROFESSOR: Entdo vamos 14, pensem um pouquinho ai... como € que vocés vao fazer isso ai
pra mim? Como vao responder essa minha pergunta ai?

ALUNO 01: Ele para em 2027, né?

Professor: Nio... a partir de 2027, a soma serd 90 para as mulheres e 100 para homens.... e vai
seguir até ...

ALUNO 03: a principio seria 30 anos de contribuicdo ... tomando como base... 55 anos de idade
e 30 anos de contribuicdo... € somando os dois daria 85.

PROFESSOR: Sim... tudo certo... aram, até 2018 ta assim 95, 85. Mas como vou representar
isso ai... como vou representar essa questao?

ALUNOS: .... (siléncio)

ALUNO 03: soma?!

PROFESSOR: Em forma de...? O que a gente vem estudando aqui? Em Aluno 047

ALUNO 04: ... (siléncio).

PROFESSOR: Como posso representar... como posso passar isso para a linguagem
matematica? Como vocé pode representar esse problema, através de que? De uma ...?
ALUNO 04: Funcao.

PROFESSOR: E de uma fung#o... muito bem .... mas como é que eu chego a essa fungdo?

O didlogo anterior € uma consequéncia da ruptura do contrato didatico (BROUSSEAU,
1986), por parte dos alunos, no sentido de que o problema nao esta de acordo com os problemas
apresentados nas aulas anteriores. Nesse caso, ndo foram indicados os conteudos especificos a
serem estudados, o que requeria uma reflexdo maior por parte do aluno e um encaminhamento
dindmico da aula pelo professor. Destacamos que, por ser um problema fora dos padrdes
conhecidos pelos alunos, estes, inicialmente, ficaram em siléncio e s6 responderam a questao
com a ajuda do professor.

Logo em seguida, o professor insistiu e perguntou novamente como poderia ser

representado o problema:

PROFESSOR: Como eu consigo construir essa fun¢do que voceés citaram ai?

ALUNOS: ... (siléncio)

ALUNO 01: A gente tem que ter intervalo, de 2018 a 2019, até 2018 .... (nesse momento, foi
interrompido pelo professor)

PROFESSOR: Vamos comegar por 2018, certo? Da atual, aprovada em 2015, que vai até 2018.
Que éoqué ... 85 ... 957

ALUNO 01: ... (tentou falar, mas o professor tomou a frente do didlogo)

PROFESSOR: Como posso representar essa situacdo? Através de qué? Como posso chegar?
Aluno 04 disse que podemos representar por uma funcao. Como posso construir essa funcao?
Como posso construir antes para chegar a essa funcao?
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ALUNOS: ... (siléncio).

No didlogo anterior, observamos um protagonismo forte do professor na elaboragao das
perguntas, mas esse papel deveria ser partilhado com os alunos (RODRIGUEZ; BOSCH;
GASCON, 2007). Em alguns momentos, o Aluno 01 tentou formular as perguntas, mas foi
interrompido pelo professor, que o inibiu, e os outros ficaram em siléncio. Essa postura do
professor caracteriza uma proximidade maior com o saber, em rela¢io aos alunos, fazendo com
que ndo compartilhe responsabilidades aos alunos e assumindo a maior parte da
responsabilidade. Destacamos que esse tipo de contrato didatico estd presente em muitas aulas
de Matematica, dificultando a compreensdo do sabe dos alunos. Ressaltamos que esse € um dos
desafios que o PEP enfrenta no seu desenvolvimento em sala de aula: a mudancga desse tipo de
contrato por parte do professor.

Depois de um momento de siléncio, o professor tentou incentivar os alunos a discutirem

sobre o problema, levantando algumas possibilidades de representacoes:

PROFESSOR: E ai?

ALUNOS: ... (siléncio).

ALUNO 01: Eu vou chamar de “i” a idade da pessoa e “t” tempo de contribui¢do. Ai vou
colocar que 1 + 2t ... (interrompido pelo professor)

PROFESSOR: Calma, calma ...

ALUNO 01: ... (tenta falar)

PROFESSOR: E ...vamos ... 0 que vocé precisaria, vocé construir em uma tabela, uma tabela
com valores ajudaria?

Apesar de o professor ter incentivado os alunos a participarem da aula, ele mesmo inibiu
a participacdo dos alunos. Entendemos que tal procedimento do professor tem ligacdo com o
efeito topazio, pois o professor interveio em varios momentos da aula, conduzindo para a
resposta. Esse € outro ponto a ser superado durante o desenvolvimento do PEP.

Em seguida, o professor falou da possibilidade de utilizar uma tabela para auxiliar a
resposta inicial da questdo geratriz, e recordou as aulas anteriores, nas quais utilizaram as
tabelas para a construcdo dos gréficos. Especificamente, o professor relembrou a resolucdo do
item 03 da ficha diagnostica, que trata da determinac¢do de uma expressao algébrica a partir da
constru¢do de tridngulos utilizando palitos. Consequentemente, incentivou os alunos a iniciar a

resolucao do problema, com a seguinte pergunta:
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PROFESSOR: Com que idade ele pode iniciar a trabalhar? Com que idade podemos analisar as
contribuicdes?

ALUNO 03: 55...

PROFESSOR: 55 anos vai comecar a trabalhar?

ALUNO 01: 45...

PROFESSOR: 55 ndo fica muito tarde pra comecar a trabalhar? Nao fica muito tarde, ndo?
ALUNO 01: Mas af ele comega a trabalhar com 15...

PROFESSOR: Mas com 15 ndo pode assinar a Carteira.

ALUNO03:E 18 ...

PROFESSOR: Que tal com a sua idade? Que tal com a idade de vocés? Hoje?

ALUNO 01: 19...

PROFESSOR: Ficaria ruim fazer cada uma? Quer tentar fazer? Aluna 06 deu outra ideia ai...
usar uma idade padrao ai pra todo mundo ... a partir de que idade comegamos a assinar a Carteira
de Trabalho?

ALUNO 03: 18...

PROFESSOR: ... (fez um gesto concordando) ... Entdo, vamos comecar a nossa andlise... com
18 anos...

Até o momento do didlogo anterior, tinham-se passado 15 minutos da aula. Observamos
que o PEP proporciona discussoes e didlogos entre o professor e os alunos, além do contetddo
matematico, trazendo outros contetidos de interesses dos alunos, caracterizando, também, um
dispositivo codisciplinar. Outro fato € que o professor d4 inicio a uma discussdo sobre a questdao
derivada Q e sua derivada Q,1, sem formaliza-las.

Depois de alguns minutos de discussio entre os alunos, foram realizadas as seguintes

anotacgoes:

Figura 64 - Anota¢des do Grupo 1

20 B Fel )= ™2
) Fx) 20> @)

Fonte: préprio autor (2019)

Observamos que os alunos utilizaram a técnica de somar a idade inicial de contribui¢do
ao valor do tempo de contribuicdo, com a finalidade de observarem a evolucao dos valores. Em
seguida, o professor escreveu no quadro a seguinte questdo, formulando a Qi de acordo com a

figura 65.
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Figura 65 - Formalizagdo da Q

Fonte: préprio autor (2019)

O professor iniciou a constru¢do da tabela sempre buscando incentivar a participacio
dos alunos, com perguntas sobre os valores a serem colocados. Mas, apesar da tentativa do
professor, os alunos ficaram em siléncio sobre as perguntas. Diante da falta de participagdo e
de compreensdo dos alunos em relacionar os valores da tabela, o professor renegociou o
contrato estabelecido inicialmente, e escreveu os valores das duas primeiras linhas para que os

alunos encontrassem as proximas, como também escreveu no quadro a questdo derivada Qy,1.

Figura 66- Formalizacdo da Qi

Fonte: préprio autor (2019)

Observamos que o professor fez uma alteracdo na Qi em relacdo a proposta dos
percursos matematicos apresentados no capitulo anterior: mudou o valor inicial de contribui¢do
de 20 para 18 anos, valor alterado a partir das discussdes com os alunos. Ressaltamos que essa
alterac@o se manteve no desenvolvimento dos percursos matematicos propostos.

Durante o desenvolvimento da tabela, pelos alunos, notamos que as interagdes
percebidas no inicio da aula ndo aconteceram nesse momento, devido a existéncia da
dificuldade por parte dos alunos, em eleger as técnicas a serem utilizadas. Dai porque
relacionam as técnicas conhecidas na resolu¢do do problema e pouco interagem. Mas, pela

insisténcia do professor, um dos alunos argumentou o seguinte sobre os valores da tabela:
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PROFESSOR: Aqui o vai ter ... vai ter um ter um 20... ndo é?
ALUNO 03: Mais 2 ...

PROFESSOR: Mais 2, ndo € ...

ALUNO 03: E ... mais 2 que o da contribuico...
PROFESSOR: Que foi o tempo de contribui¢do ... né?!
ALUNO 03: Exatamente...

Logo depois, o professor preencheu parte da tabela com a técnica de separar: anos; idade
inicial de contribui¢do; tempo de contribuicdo; idade mais tempo de contribuicdo;
decomposicdo da soma. Os valores restantes da tabela foram completados pelo Aluno 06. A

figura seguinte apresenta a tabela preenchida por ele e pelo professor:

Figura 67 - Tabela Preenchida pelo Professor e pelo Aluno 06

Fonte: préprio autor (2019)

O motivo de o professor utilizar a coluna que apresenta a decomposi¢dao da soma foi
para relaciond-la com a expressao algébrica procurada. Em seguida, o professor perguntou por
que o 2 se repete em cada linha na coluna da decomposi¢do. Como os alunos nio responderam,
o professor explicou que, a cada ano, a idade aumenta um ano e um ano de contribuicao. Depois

ele perguntou sobre a relagdo:

PROFESSOR: Como ficaria aqui Aluno 06, uma relacio aqui? (o professor aponta para a tltima
linha da tabela) Para essa pessoa que comecou aos 18 anos?

ALUNO 06: ... (siléncio).

PROFESSOR: Como escreve uma relacao ... para generalizar ... o tempo de contribuicdo dela?
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ALUNOS: ... (siléncio).

PROFESSOR: Eu fiz aqui os primeiros dez anos dela, mas teria como colocar aqui ...
ALUNO 04-: .... (fala muito baixo)

PROFESSOR: ... (faz um gesto positivo balangando a cabeca). Mas como vocé comegou, diga
ai como ficaria? (Pergunta ao Aluno 04).

ALUNO 04: ... (siléncio).

PROFESSOR: Vocé comecou com a idade de 18 anos?!

ALUNOS: ... (siléncio).

PROFESSOR: Diz Aluno 05 ... generaliza ai, uma relagc@o para essa pessoa que comegou a 18
anos? Como ficaria a férmula ai?

ALUNO 05: ¢ =i + 2a.

PROFESSOR: Que também pode ser escrito: i + 2TC. Parece com uma funcio afim? Parece
Aluno 03 e Aluno 05 uma fungao afim?

ALUNO 05: E ...

PROFESSOR: Quem seria esse aqui (2TC)?

ALUNOS: ... (siléncio).

PROFESSOR: seria a... seria a ...

ALUNO 05: seria o “a” e 0 “b”.

PROFESSOR: Mas como se chama... 0 nome? Seria a ...

ALUNO 05: Coeficiente angular.

PROFESSOR: Qual o outro nome?

ALUNO 05: Taxa de variagao.

PROFESSOR: E o 18?

ALUNO 05: O 18 seria ...

PROFESSOR: Valor fixo.

Conforme o didlogo anterior, o professor tentou relacionar a idade ao tempo de
contribuicdo, com o objetivo de construir uma expressdo que representasse essa funcdo.
Também recordou os termos da funcdo, a sua nomenclatura, mas sem uma discussao
tecnologica. Depois desse didlogo, o professor encerrou a aula e solicitou os registros dos
alunos, afirmando que a continuacdo do problema ocorreria na aula seguinte.

Ao observarmos o nosso MER e relaciond-lo ao desenvolvimento da aula, temos,
primeiramente, a realizacdo do primeiro estdgio da modelacdo funcional. Esse estagio inicial é
0 contato com a questdo geratriz e o levantamento de hipéteses, gerando questdes derivadas a

partir dessa questao.
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Figura 68 - 1° Estdgio da MF
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Fonte: préprio autor (2019)

Na aula, o professor apresentou a questdo geratriz e, a partir dela, levantou algumas
hipéteses geradas nas discussdes. A escolha da utilizacdo dos dados discretos caracterizou-se
pela utilizacao inicial de valores discretos da idade e do tempo de contribuicdo, apesar de serem
eles continuos. Um dos problemas iniciais percebidos no desenvolvimento do dispositivo foi a
presenca efetiva do professor na elaboragdo das questdes, ndo deixando muito espaco para os
alunos proporem seus proprios questionamentos. Outro ponto a considerar € a elaboracdao do

modelo numérico pelos alunos, no inicio do segundo estidgio de modelag¢do funcional.

Figura 69 - Constru¢do do Modelo

|Construgdo Construgdo
| do Modelo —» do Modelo
Numérico | grafico |

Fonte: préprio autor (2019)

A técnica utilizada pelos alunos para determinar o modelo numérico, foi a mesma
técnica do professor. Observamos que, dos cinco alunos que participaram, dois conseguiram

construir esse modelo antes da institucionalizacao do professor, representando uma dificuldade

nesse pProcesso.
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Em relacdo a proposta de aplicacdo do PEP, ela foi contemplada em parte, segundo
podemos observar no quadro abaixo:

Quadro 22 — Proposta de Aplica¢do do PEP na SP4

SP4 Problema: Calculo da Aposentadoria | Pesquisa dos tipos diferentes de
Qo: Como representar a situacdo atual | aposentadoria e elaboracdo das

e futura dos casos de aposentadorias | questdes derivadas.

das mulheres e dos homens, tomando
por base a Lei 13.183/2015, que trata
da mudanca de algumas regras para as
aposentadorias?

Qi: Caso vocé tome por base para
aposentar-se a Lei 95/85, com qual
idade voce terd a sua aposentadoria?

Q1,1: Como podemos relacionar a
idade ao tempo de contribui¢do nos
10 primeiros anos, para um homem
ou uma mulher que comeca a
contribuir aos 20 anos de idade?

Qi2: De acordo com a Lei 95/85,
quanto tempo de contribuicdo sera
necessario para uma pessoa se
aposentar caso inicie a contribuir aos
20 anos de idade? E qual idade terd ao
se aposentar?

Fonte: préprio autor (2019)

Em relacdo a secao presencial 4 (SP4), estava previsto para ser apresentada até a Q1 2,
mas, pelo fato de o tempo ndo ser suficiente, essa questdo derivada nao foi abordada, ficando
para a aula subsequente. Outro ponto é que nao foi possivel verificar a realiza¢io da se¢do ndo-

presencial (SNP).

5.1.6. Analise do Quarto Encontro Presencial do Primeiro Estudo Empirico

O quarto encontro foi realizado no dia 22 de agosto de 2017. O ambiente escolhido para
dar continuidade ao PEP foi o laboratério de matematica, pelo fato de existirem computadores
com o programa GeoGebra nele instalado, um software para auxiliar na construcdo de graficos.
A aula iniciou-se as 20h50min, com a participagdo de quatro alunos, os quais formaram dois

grupos. A aula durou em torno de 60 minutos.
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O professor iniciou a aula a partir da questdo geratriz, destacando o contexto do

problema. Em seguida perguntou a turma:

PROFESSOR: Qual relagdo a que chegamos ontem?

Com essa pergunta, o professor tentou relembrar juntamente com os seus alunos, a
construcdo da expressdo desenvolvida no encontro anterior, como podemos perceber no trecho

do seguinte didlogo:

PROFESSOR: Quem se lembra da relacdo que comecamos ontem?

ALUNO 01: 2x ...

PROFESSOR: A pessoa comecando a contribuir aos 18 anos, comecando a trabalhar com 18
anos ... Como ficou a relagdo?

ALUNO05: 2i + a ...

ALUNO 01: Hum!? Duas vezes o tempo de contribui¢do, mais a idade dele.

PROFESSOR: Foi!? Aqui td errado, né? Tinha esquecido j4 isso aqui? Ok?

Observarmos que o protagonismo do professor ainda € evidente, mas percebemos,
também, que os alunos j4 comegam a tomar para si a responsabilidade do saber em jogo
(BROUSSEAU, 1986), caracterizando uma mudanca de contrato diddtico em relacdo ao
primeiro encontro, como também o aumento de sua autonomia (CHEVALLARD; BOSCH;
GASCON, 2001).

Os alunos tinham formulado, conjuntamente com o professor, a expressio que
representa a soma do tempo de contribuicdo mais a idade, obtendo o valor 85. Podemos

observar a expressao escrita pelo professor na figura seguinte:

Figura 70 - Expressdo Escrita pelo Professor no Quadro

Fonte: préprio autor (2019)
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No desenvolvimento da questdo, o professor solicita que os alunos determinem o valor
do tempo de contribuicdo e a idade de uma mulher ou de um homem que ird se aposentar caso

comece a contribuir aos 18 anos de idade.

Figura 71 - Célculos Realizados pelos Alunos 04 e 05
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Fonte: préprio autor (2019)

E importante destacar que, na realizacio dos calculos desenvolvidos pelos alunos, nio
houve participagdo efetiva do professor, caracterizando uma autonomia no desenvolvimento e
uma aceitac¢do do problema, nesse caso, relacionamos com a devolu¢ao (BROUSSEAU, 1986),
no qual os alunos tomaram a responsabilidade para si a resolu¢do do problema. Esse € um ponto
a ser observado na aplicacdo de um PEP, porque, caso ndo exista a devolugdo ao professor, pelo
aluno, do problema lancado, o desenvolvimento do dispositivo poderd ndo ser desenvolvido
corretamente.

Em seguida, outro questionamento é apresentado aos alunos pelo professor. E
perguntado como generalizar o tempo de contribui¢cdo para homens ou para mulheres para
qualquer idade inicial; no caso, uma idade maior que 18 anos. A figura seguinte apresenta a

questao colocada pelo professor:

Figura 72 - Questdo Colocada pelo Professor no Quadro

Fonte: préprio autor (2019)
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A questdo apresentada pelo professor representa a questdo derivada Q1 3, cuja finalidade
€ levar os alunos a fazerem generalizagdes a partir de casos particulares. Ressaltamos que a
questdo foi apresentada pelo professor, € nao pelos alunos, caracterizando a conducao
predominante dos trabalhos pelo professor, o qual nao deu espaco para que os alunos pudessem
tentar formular a questdo derivada. Nesse sentido, observamos a presenca do efeito de topdzio
(BROUSSEAU, 2008).

No desenvolvimento da questdo derivada Qi3, os alunos utilizaram inicialmente as

técnicas anteriores para a resolucao:

Figura 73 - Resposta Inicial dos Alunos 01 e 03

! ;’4‘//@ ,,L;'L,'//'7(-/ wm 1/% IdNYs 'JYF/’H(J,' J‘ & + 2 C = '1 Q:) Z’/C =6 2
TeE f(?lgéh/{{> o é(‘l/)'fi/"f,/J.rv“<g,llﬁ‘. ('/9 ‘}«"//3 %LIS ['v(“GS“\ ST b O]
/()(u\,&x (,'}\l.jf'r'v\,’i/v\"a i;;-ir"ry\ j ? rL/rv\’*v _XJ-/":nvv‘vl i%gp aTC = lj 2 “
¢ 3E.5 omen e CoLLDuERD B6,< avor

Fonte: préprio autor (2019)

Na formulacdo da expressdo [ + 2TC = 85, os alunos utilizaram a técnica de substituir
um valor numérico em uma expressao algébrica, e, em seguida, a técnica da resolucdo de uma
equacdo do 1° grau. Com o uso dessas técnicas, os alunos encontraram o valor do tempo de
contribuicdo e o valor da idade que a mulher teria ao se aposentar. Com isso, as questdes
derivadas Q1,1 € Q12 foram desenvolvidas.

Depois o professor chamou aten¢do do Aluno 01 para que ele detalhasse a sua resolucao,

ressaltando que estava cursando Licenciatura em Matemética.

PROFESSOR: Aluno 01, eu queria que vocé detalhasse os seus passos. Porque uma coisa €
vocé saber... Estamos em curso de licenciatura.

ALUNO 03: Nao porque € assim ...

ALUNO 01: E desse jeito assim?! (mostra ao professor a folha com os cdlculos)
PROFESSOR: Eu quero analisar a sua constru¢do, eu ndo tenho como lhe ajudar se vocé nao
colocar a forma que vocé faz. Vocé quer ser um bom professor ou nao?

ALUNO 01: Certeza.

PROFESSOR: Entdo, como vocé quer se tornar um bom professor desse jeito? Mas, falando
sério, a gente brinca, mas essa sua organizacdo € vocé (Aluno 03) conversa com ele, e ele é
muito bom em matemadtica. Mas vocé viu o que aquele professor falou, é o professor bad, ele
sO quer para ele.

ALUNO 01: (ficou em siléncio)

PROFESSOR: Entao, destrinche a férmula que vocé fez para ele (Aluno 03).
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Podemos entender, a partir do didlogo anterior, que o professor tentou interferir na forma
como Aluno 01 registra o saber em jogo, caracterizando uma possivel mudanca de contrato
didatico, por parte do aluno. Outra questdo € a preocupagao do professor com a formagao de
seus alunos, na medida em que detalha as suas resoluc¢des, para que sejam transpostas aos seus
alunos de maneira semelhante.

Em seguida, para responder a Q 3, os alunos continuaram a utilizar essas técnicas até
chegarem aos valores procurados com base em valores das idades iniciais diferentes,

construindo tabelas para representar os seus resultados:

Figura 74 - Tabelas Construidas pelos Alunos 04 e 05
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A indicacdo da elaboracdo das tabelas construidas pelos alunos teve a influéncia direta
do professor, que sugeriu que os resultados deveriam ser organizados em tabelas. Ressaltamos
que, durante a constru¢do dessas tabelas pelos alunos, a interacio entre os membros dos grupos
diferentes aconteceu em varios momentos, ressaltando o processo de formulagdo e validacao
(BROUSSEAU, 1986), por parte dos alunos das expressoes.

Destacamos que durante a interagdo do professor com os alunos, o professor levantou
em varios momentos a preocupacdo da transposicdo do saber em jogo, no qual podemos

perceber no seguinte didlogo:

PROFESSOR: Vocé fez pra homem e pra Mulher?

ALUNO 05: Eu s6 fiz assim. Eu chamei idade de “1”, substitui tudo e passei o “TC” ... isolei
ele...

PROFESSOR: Muito bem ... muito bem! Mas se vocé fosse ensinar a um garoto, a um garoto
14 do seu primeiro ano (primeiro ano do Ensino Médio) com esse problema para ele chegar a
funcado?

ALUNO 05: ... (ficou em siléncio)
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PROFESSOR: Ou se € uma funcao, como vocé construiria isso?... Ou s6 dizer isso na cabecinha
dele ... hum (o professor faz um gesto representando um entendimento repentino do aluno).
Mas, se a gente tentasse construir uma tabelinha para ele tentar generalizar!?

Os questionamentos levantados pelo professor sobre a forma ou maneira de ensinar o
saber em jogo sdo um elemento verificado no desenvolvimento do PEP. Em um curso de
licenciatura, as questdes s6 de compreensao e aplicagao do conceito ndo sao as tnicas, entrando
em cena as questoes de transposi¢ao desse conceito.

Os alunos construiram tabelas conjuntamente com o professor, existindo discussdes
relacionadas a aposentadoria de um funciondrio da rede publica e de outro da rede privada.
Foram levantadas as principais diferencas entre esses dois processos, tais como: o tempo de
contribuicdo e idade de aposentadoria, os valores desejados e a institucionalizacdo dos
resultados para que se pudesse chegar as generalizagdes das equacdes. Outra discussdo
levantada pelo professor foi a identificagdo das varidveis independentes e da varidvel
dependente na fung¢do. Com essa discussdo, o professor tentou levar aos alunos a

compreenderem a relacdo de dependéncia das varidveis de uma fun¢@o. Ao final, encontraram
. ~ 85-1 95-1
as seguintes equacdes: TC = —,— Ppara mulheres e TC = —,— Dara homens. Com esse

procedimento, os alunos passaram de uma OMP para uma OML (CHEVALLARD, 1999), na
medida em que, a partir de casos particulares, chegaram a generalizar os dados para qualquer
idade inicial.

Com a determinacdo das fun¢des do tempo de contribuicdo para mulheres e para
homens, os grupos passaram a utilizar o GeoGebra, com a finalidade de observar as
representacOes graficas de cada func¢do. Essa outra representacao do saber em jogo fez com que
arelacdo existente entre o professor e seus alunos mudasse, que o professor se distanciasse um
pouco da resolucdo das questdes, verificando-se uma interacdo maior entre os alunos na

constru¢do dos graficos.

ALUNO 01: A gente t4 vendo que ela € decrescente, porque ela estd inclinada (faz o gesto para
representar que estd inclinada)... e aqui a angulagdo dela, td maior do que noventa graus. Né
isso?!

ALUNO 03: Nao tem € “i” ai!?

ALUNO 01: Isso aqui ¢ a funcdo sabe? O “x”, 0 “x” € o que aqui?

ALUNO 03: No caso o “x” ¢ a idade.

ALUNO 01: E o f(x) € o que? A contribuicdo do qué? Por exemplo, se eu chegar aqui (mostra
um valor na tela do computador) e dizer que a minha idade serd de 70 anos o meu tempo de
contribuicdo vai ser aqui.
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ALUNO 03: 10 ...

ALUNO 01: 10 ndo é TC, € TC. A intersecdo estd aqui, se eu tivesse que marcar um ponto aqui
por exemplo.

ALUNO 03: Mas eu consigo marcar aqui?

ALUNO 01: Entao, eu consigo marcar esse ponto, certo?! Vou marcar esse ponto aqui, marquei
esse ponto. Agora eu tenho que tragar uma reta, uma reta paralela a esse eixo (eixo das
ordenadas).

O didlogo anterior apresenta uma discussdo entre dois alunos que tentam representar
graficamente a expressdo do tempo de contribuicdo para mulheres. Notamos que é uma
interacdo entre dois alunos, sem a presenca do professor, caracterizando um aumento na

autonomia de ambos (LUCAS, 2015). A figura seguinte apresenta a constru¢do do grafico TC

de um dos grupos:

Figura 75 - Gréfico Construido pelos Alunos 01 e 03

Fonte: préprio autor (2019)

Diante do grafico TC construido pelos alunos, o professor faz questionamentos
referentes a0 mesmo, com a finalidade de fazer os alunos compreenderem o seu significado e a

sua adequacdo, para buscarem a resposta adequada para a questdo geratriz.

PROFESSOR: Me diga uma coisa: teria condi¢des olhando para o gréfico?! ... hein, meninos!?
Olhando para o gréfico, se teria condi¢des de definir o dominio e a imagem da funcdo?
ALUNOS: ... (alguns segundos em siléncio)

ALUNO 01: O dominio é real, todo niimero real.

PROFESSOR: Todo ntiimero real?

ALUNO 01: E...

PROFESSOR: O cara pode comegar a trabalhar com um ano?
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ALUNO: Rapaz, de acordo com o gréafico!

PROFESSOR: Tem certeza?

ALUNOS: ... (ficaram observando o grafico)

PROFESSOR: Vocé colocou a funcdo direitinho?

ALUNOS: ... (continuaram a observar o grifico em siléncio)

PROFESSOR: Analisando em si friamente, né?... mas o problema?!

ALUNO 01: “x” varia, “x” o dominio, varia de 0 a... ndo...

PROFESSOR: Mas, analisando o nosso problema, ele trata de uma funcdo referente a
aposentadoria, né? Onde TC ¢ o tempo de contribui¢dao e “i” ¢ a idade. Vocés conseguiram
reconhecer que “i” € a varidvel independente que determina o dominio, e TC ¢ a variavel
dependente. Mas nés comecgamos analisar a partir de que ano?

ALUNOS 04 e 03: 18...

PROFESSOR: Entao, como poderiamos definir o dominio de uma fun¢ao como essa?
ALUNO 01: “x” maior que 2, ndo ... é, “X” pertence...

PROFESSOR: Dominio dessa fun¢ao?

ALUNO 01: “x” pertence a... aos reais!

PROFESSOR: No caso “i” ai, né?

ALUNO 01: E, “x” pertence aos reais, tal que “x” ¢ maior do que 2...

PROFESSOR: “x” que ¢ a funcdo, que ¢ a idade que ¢ chamada de “x”, né? Como “i” ¢ a idade.
ALUNO 01: Nesse caso “i” ¢ maior ou igual a 18, e...

PROFESSOR: E a imagem? Como definiria a imagem dessa?...

ALUNO 05: TC pertence aos reais, tal que ...

PROFESSOR: A imagem dessa funcio aqui? TC que € contribui¢do também € real! Sim ou
nao?

ALUNOS 05e 03: E ...

PROFESSOR: Mas ela comeca de zero é?

ALUNO 05: Maior ou igual a 33,5.

PROFESSOR: Maior?

ALUNO 01: Menor, nao?

PROFESSOR: Vocé vai aumentando a idade e ...

ALUNO 05: Menor ...

PROFESSOR: O Aluno 04 observou isso bem, vocés observaram isso, vocés dois (Alunos 01
e 03)?? Observem que a idade vai aumentando e o tempo de contribui¢io vai diminuindo. E
isso?

ALUNOS: .... (siléncio).

PROFESSOR: T4 certo isso?

ALUNO 05: T4 certo!

PROFESSOR: Entdo, se o cara comegar a trabalhar com 40 anos, seria bom!

ALUNOS: ... (balangaram a cabega com o sinal negativo)

ALUNO 01: Nao pode! Vai comecar velho, macho!

PROFESSOR: Olha ai! Por que ndo € vantagem se aposentar com 40 anos?

ALUNO 01: Se aposentar com 40 anos € bom ...

ALUNOS: (risos).

PROFESSOR: Desculpe. No caso comecar a trabalhar aos 40 anos? Se eu comegasse trabalhar
com 40 anos, TC ai? Quanto tempo de contribuicao ...?

ALUNO 01: Para mulher ou homem?

PROFESSOR: Eu... (risos)

ALUNO 01: 40 anos? Af seria... 55 dividido por dois, que d4 27,5, mais 40 que € 67,5 anos.
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PROFESSOR: Quanto tempo de contribui¢cao?

ALUNO 03: 27, 5.

PROFESSOR: Eu me aposentaria? Se vocés pesquisarem um pouco, o tempo minimo de
contribuicao nessa regra € de 30 anos de contribui¢do. Logo, eu ndo iria conseguir me aposentar
com 67,5 anos.

ALUNO 01: Entao, nesse caso, 0 mdximo de idade com que iniciaria a contribuir para poder se
aposentar seria 25 anos?! Para comecar a trabalhar, seria 25?

PROFESSOR: Olha ai! Por qué?

ALUNO 01: Para ter 25 anos de contribuigao.

PROFESSOR: Ele ja estd comecando a analisar uma idade ideal para comecar a trabalhar,
digamos assim. Compreenderam?

O diadlogo anterior apresenta a andlise do grafico feito pelos alunos, com a ajuda do
professor, com questionamentos referentes a identificacdo do dominio e da imagem da funcdo.
Os alunos verificaram que, para a funcdo poder representar o tempo de contribuicdo, €
necessdrio que sejam determinados seu dominio e sua imagem. Além disso, outra questdo foi
levantada pelo professor, sobre o tempo minimo de contribui¢do; no caso, de 30 anos. Ele citou
exemplos para comprovar que uma idade muito pequena ou avancada ndao se adequaria a
resposta do problema, sendo necessdrios valores minimos e maximos. Em relagdo a intervencao
do professor, em varios momentos, pudemos perceber que o efeito topdzio, juntamente com 0
efeito abusivo de analogia (BROUSSEAU, 1996), permaneceram presentes, mas a autonomia
dos alunos foi verificada, na medida em que a participacdo de todos foi registrada.

Ao final desse encontro, verificamos uma autonomia maior por parte dos alunos, na
medida em que a participa¢do na busca da resposta da questdo geratriz foi compartilhada por
todos os alunos. Também observamos uma mudanga na condug¢do praxeoldgica do professor, o
qual, em sua abordagem, levantou vérios questionamentos para fazer o aluno a refletir em sua

resposta, apesar de uma interferéncia excessiva na resposta dos alunos ainda ter sido verificada.

5.1.7. Analise do Quinto Encontro Presencial do Primeiro Estudo Empirico

O encontro aconteceu no dia 28 de agosto de 2017, na sala de aula convencional. Teve
inicio as 19h15min, com duragdo de, aproximadamente, 60 minutos e com a presenca de 06
(seis) alunos.

O professor iniciou a aula formando trés grupos, mudando os membros dos grupos em

relacdo as aulas anteriores. Em seguida, o professor escreve no quadro a expressao construida

. S 85-1 .
na aula anterior, no caso o tempo de contribui¢do para mulheres: TC = - Ap0s, o professor
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retoma algumas informag¢des da aula anterior, tais como: idade inicial; idade maxima e tempo
de contribuicdo em funcdo da idade trabalhada. Ao perguntar a turma sobre os pontos
trabalhados na aula anterior, o professor tenta incentivar os alunos a responderem as suas
perguntas. O incentivo aconteceu no momento em que o professor criou uma situacdo utilizando

a expressao TC; no caso, com uma idade inicial de 18 anos de idade.

Figura 76 - Informagdes Iniciais da Aula do dia 28 de Agosto

Fonte: préprio autor (2019)

Além da utilizacdo da expressdao TC, o professor complementou as informacdes com a
participacdo dos alunos, escrevendo a idade que a mulher teria ao se aposentar, tendo ela
iniciado a contribuir aos 18 anos de idade, sem interrup¢des, chegando a se aposentar aos 51
anos e 6 messes de idade. Também apresentou o tempo minimo de contribui¢do que, no caso,
foi de 30 anos.

Ao iniciar a aula, o professor retomou algumas informagdes construidas na aula
anterior, o que €, ao nosso ver, condi¢do necessdria para dar continuidade ao PEP, porque
sempre existe a necessidade de retomar e reorganizar as informacdes anteriores, no sentido de
formular ou reformular questionamentos referentes ao saber em jogo. Neste caso, o professor

fez o seguinte questionamento:
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PROFESSOR: Entdo, at¢ com que idade ela tinha que comecar a trabalhar, pra que ela

cumprisse esse minimo aqui? (Nessa hora, o professor apontou para o valor escrito no quadro;
no caso, 30 anos).

ALUNOS: ... (em siléncio por alguns segundos)
PROFESSOR: Se o tempo de contribui¢do fosse de 30 anos, qual a idade maxima com que ela

teria que comecar a trabalhar, seria preciso que ela cumprisse exatamente esses 30 anos? Faca
os calculos aif pra mim ...

Observamos que o professor, para dar continuidade a aula e com a finalidade de
encontrar a resposta de Qo, retoma as informacdes anteriores e, em seguida, faz um novo
questionamento expresso no didlogo anterior, que € uma questdo derivada da Q3. Nesse caso,
o professor formula uma questdo derivada apresentando uma autonomia na condug¢do da aula,
questdo que tomou por base a formacao realizada para a aplicacdo do PEP. Depois, os alunos
comecaram a discutir entre si sobre o questionamento do professor com a intenc¢ao de chegar a

resposta, realizando alguns registros.

Figura 77 - Resposta de um Grupo para Encontrar a Idade Maxima para Iniciar a Contribui¢do

B

Fonte: préprio autor (2019)

O valor encontrado de I = 25 representa a idade mdxima com que uma mulher deve
comegar a contribuir, porque, caso comece apos os 25 anos de idade, terd que trabalhar mais de
30 anos para chegar no valor de 85 anos, somando idade e tempo de contribuicdo. As técnicas
utilizadas pelos alunos foram as mesmas usadas nas aulas anteriores, permanecendo a

organizacdo matemdtica pontual.
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Em seguida, o professor perguntou qual o dominio da fun¢do TC e se era uma fung@o.
Face ao siléncio dos alunos, o professor renegociou o contrato e retomou a representacao usual
da funcdo, chamando de TC de f(x) e de I de x. Também discutiu se os valores da funcio sao

reais, citando algumas situacdes relacionadas a varidvel tempo.

Figura 78 - Construg¢do da Imagem e do Dominio pelo Professor no Quadro

Fonte: préprio autor (2019)

Até esse momento da aula, destacamos dois pontos: o primeiro foi a constru¢cdo do
dominio e da imagem pelo professor, quando ele desempenhou um protagonismo excessivo,
fazendo com que a participacdo dos alunos se tornasse pequena e, muitas vezes, interrompida
pelo professor durante a determinaciao do dominio e da imagem, caracterizando o efeito topazio;
o segundo ponto foi a renegociacdo de contrato realizada pelo professor e ocasionada pelo
siléncio dos alunos, o que pode estar relacionado ao primeiro ponto levantado. Nesse momento,
pudemos notar que o siléncio pode estar relacionado a uma falta de elementos tecnoldgicos
limitadores do discurso do docente.

Em seguida, o professor fez um novo questionamento a partir das discussdes anteriores,

a saber:

PROFESSOR: Se essa mulher comecar aos 26 anos, o que vai acontecer com 0 nosso tempo de
contribuicao? Facam ai, por favor, para mim.

Ao realizar esse questionamento aos alunos, o professor apresentou a questao derivada

Q133, que langou um desafio aos alunos e ampliou uma situacio relacionada ao modelo de
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aposentadoria estudado; no caso, com o inicio da contribuicao depois dos 25 anos de idade,

verificando as suas consequéncias.

Figura 79 - Técnica Utilizada pelos Alunos para determinar o TC com a I =26 anos

I 3 »—f~i;‘:. T =4 q‘ )

Fonte: préprio autor (2019)

ApOs alguns minutos de discussdo sobre o questionamento entre os alunos sem a
intervencdo do professor, ele interrompeu a discussdo perguntando a resposta aos alunos e o
que ela significa. Os alunos ficaram em siléncio e o professor explicou que se uma mulher inicia
a contribuir depois dos 25 anos de idade, ela terd que contribuir mais algum tempo para poder
chegar ao tempo minimo de 30 anos de contribui¢do. No caso especifico, ao iniciar a contribuir
aos 26 anos, a mulher terd a soma de 85 anos (idade mais TC), mas ndo terd o tempo minimo
de contribui¢do, necessitando complementé-lo.

Em seguida, o professor construiu uma tabela no quadro, com a intencdo de fazer com
que os alunos repetissem as técnicas de calculo até a idade de 29 anos do contribuinte. Os alunos
realizaram os célculos sem a intervencdo do professor, e, depois, apresentaram os resultados

juntamente com ele. Diante dos resultados, o professor fez um novo questionamento:
PROFESSOR: Agora me digam uma coisa, qual a idade de n qualquer?

Com esse novo questionamento, o professor solicitou aos alunos que generalizassem o
calculo para qualquer idade depois de 25 anos, exigindo dos mesmos uma ampliacdo das

técnicas a partir de um discurso tecnolégico mais elaborado.

PROFESSOR: Esse tempo de contribuicdo € calculado por TC = % (o professor escreveu na

tabela). Vocés seriam capazes de me dizer como vocé€s generalizariam essa relacdo aqui? (no
caso, era a generalizacdo do acréscimo do tempo de contribui¢do (AC)). Pra o acréscimo da
contribuicao?

ALUNOS: ... (siléncio por alguns segundos)
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PROFESSOR: Para esses anos complementares?

ALUNO 04: Generalizaria de meio ano, de seis em seis messes ao ano.

PROFESSOR: Sim, de seis e seis messes, me diga uma coisa?

ALUNO 03: Depende de quanto tempo de acréscimo?

ALUNO 01: E s6 fazer assim: TC + AC = 30.

PROFESSOR: Muito bem! Entdo, como ficaria AC, meus queridos? O Aluno 02 falou que
podemos escrever a formacdo disso aqui TC + AC = 30. ‘T4 correto iss0?

ALUNOS: ... (alguns segundos em siléncio).

PROFESSOR: Nio € o nosso objetivo?! E chegar aos 30 anos?! Af eu pergunto a vocés: 0 nosso
AC seria quem?

ALUNO 01: AC seira 857"‘

ALUNO 03: Seria 0,5, né?

PROFESSOR: 0,5 é, no caso, se ela comecar a trabalhar aos 26 anos. Mas, para uma idade
qualquer, como o Aluno 04 chegou a essa relagdo aqui? (TC + AC =30 = AC =30 —TC).
Entdo, o nosso acréscimo, os nossos anos complementares, e foi o que vocé fez (Aluno 02).
Usou esse 0,5, esse 1, esse 2. Como vocé fez, Aluno 027?

ALUNO 02: Achava TC e s6 juntava com o valor para ter 30.

PROFESSOR: Muito bem, a diferenca que faltava para chegar em 30.

Observando o didlogo anterior, verificamos que alguns alunos conseguiram apresentar
um discurso tecnoldégico minimo, passando para uma OML. Verificamos que o processo da
passagem de uma OMP para uma OML, provocada pelo PEP, gera, nos alunos, uma evolugao
no seu discurso tecnoldgico, articulando mais de uma técnica, mas, também, inibe a
participacao de alguns alunos, pelo fato de, naquele momento, eles ndao possuirem um discurso
tecnoldgico suficiente (CHEVALLARD, 2002), influenciando a sua autonomia. A seguir,

apresentaremos a tabela construida pelo professor, a qual foi reproduzida pelos alunos:

Figura 80 - Tabela Construida pelo Professor

Fonte: préprio autor (2019)

Com a tabela construida pelo professor e pelos alunos, surgiu um novo questionamento:
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PROFESSOR: Vocés seriam capazes de determinar a imagem e o dominio dessa nossa nova
funcdo aqui? (no caso, a fun¢do AC)

A partir de Q133 0 professor fez outro questionamento. Com o Q133,1, nesse caso, ele
formulou um novo questionamento, além do apresentado em sua formacao. Notamos que esse
procedimento fez com que ele renegociasse o contrato dididtico do momento,
consequentemente, ampliando a sua organizagdo diddtica, ponto importante a ser abordado no
PEP (CHEVALLARD, 2009a e 2009b). Antes de dar continuidade a resolug¢do de Q1331 , 0

professor entrou na seguinte discussao:

PROFESSOR: Antes disso, € o seguinte (determinar o dominio e a imagem de AC), para ficar
mais facil pra a gente definir ... Vejam s6 o nosso problema da aposentadoria! Estd na idade em
que comegamos a trabalhar, né? Nossa analise estd sempre em funcdo da idade; entdo, o que
fizemos aqui (o professor aponta para o quadro), foi analisar se a mulher comecar aos 18, tem
que contribuir 1sso (33,5 anos), se € até os 25 até chegar aos 30. Vamos tentar essa relacao aqui
(AC) em func¢do da idade. Como é que ficaria o acréscimo da contribui¢do em funcdo da idade
com que ela comeca a trabalhar?

ALUNOS: ... (siléncio)

Com esse estudo apresentado pelo professor, ele propds uma articulacdo entre as
técnicas conhecidas pelos alunos; nesse caso, para os alunos chegarem a representacdo
algébrica da funcao AC, utilizando o conceito de fun¢do composta. Com esse procedimento, 0s
alunos consolidaram a mudanga de uma OMP para uma OML. O processo de devolugdo foi
apresentado no momento do questionamento do professor, na medida em que os alunos

formularam e validaram os seus resultados.

Figura 81 - Célculos Realizados por um dos Grupos para determinar AC

Fonte: O préprio autor (2019)
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Ressaltamos que todos os alunos realizaram os cdlculos, discutiram entre si e entre 0s
. o ) - I
grupos. Logo depois, o professor institucionalizou a expressio AC, encontrando: AC = 5~

12,5. Em seguida, o professor retomou a discussdo com os alunos, para determinar o dominio

e a imagem de AC.

Figura 82 - Dominio e Imagem de AC Determinados por um dos Grupos
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Fonte: préprio autor (2019)

A determina¢do do dominio e da imagem de AC teve a participacdo dos alunos e do
professor, apesar do protagonismo do professor na condugdo da resolucao. Os alunos tiveram
uma participacdo mais efetiva, aumentando a sua autonomia. No decorrer da determina¢do do
dominio e da imagem, os alunos apresentaram outros elementos tedricos, representando a
aquisicdo de um discurso tecnoldgico. Logo depois, o professor solicitou a construcao dos
grificos das funcdes AC e TC, fazendo os alunos discutirem entre si a respeito disso,

formalizando e validando as construcdes gréaficas das fungdes.
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Figura 83 - Gréficos TC e AC Construidos por um dos Grupos

A e Frilots

A

Fonte: préprio autor (2019)

Observamos que os graficos construidos pelos alunos ja sdao apresentados com os seus
intervalos nos eixos das abscissas e das ordenadas. Com a aplicacdo dos valores maximos e
minimos em cada func¢io, comprovando a aquisicdo de um discurso tecnoldgico mais amplo,
deu-se o dominio de mais técnicas e a compreensdo de sua funcionalidade e aplicacio, ponto
que o PEP ressalta em sua utilizacio (FONSECA; CASAS; BOSCH; GASCON, 2009). Ao
final da aula, o professor langou mais um questionamento; no caso, a questao derivada Q», para
dar inicio a aula seguinte.

Ao analisarmos essa Questdo, tomando por base o esquema do nosso MER, observamos
que, com a fung¢do TC definida, o professor partiu para determinar o seu dominio € a sua

imagem, e, consequentemente, analisou os elementos da func¢ao.
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Figura 84 - Parte do MER Representando o Caminho Seguido na Aula
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Fonte: préprio autor (2019)

Destacamos que o professor ndo realizou uma discussdo relacionada ao angulo de
inclinacgdo da reta, levando a discutir se a fun¢do € crescente ou decrescente, ponto importante
ao se tratar de um estudo da fungao afim. Mas, ao abordar os valores do dominio e da imagem,
o professor tratou dos seus pontos maximos € minimos, adequando a sua representacao ao
contexto do problema.

Uma questdo que deve ser analisada no esquema foi um caminho realizado pelos alunos
e ndo previsto no esquema inicial: a passagem da tarefa de andlise dos termos de uma funcao
para a constru¢do do modelo funcional continuo. Este fato € aceito em qualquer MER, pois o
modelo é flexivel e cada evolugdo dele pode ser mudada ou adaptada (BOSCH; GASCON,
2010). Com a construcdo do grafico funcional continuo de TC, o processo € repetido para a
constru¢do do grafico funcional continuo de AC, concluindo o segundo estidgio do modelo
funcional do nosso MER. Em seguida, os alunos utilizaram os modelos algébricos TC e AC,
passando para a interpretacdo dos resultados e finalizando o terceiro estdgio do modelo
funcional.

O estudo, a partir das secdes presenciais previstas, desse encontro envolveu as questdes

Q1.3.2¢€ Q1,33 Mas outras questdes foram introduzidas pelo professor durante o desenvolvimento
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do PEP; no caso, as questdes derivadas: Q1,33,1 : Como podemos representar graficamente os
Anos Complementares (AC)?; Q1332 : Qual o dominio e a imagem de AC?.

Essas questdes tratam da determinacdo do dominio e da imagem de AC, e de sua
construcdo gréfica, questdes ndo previstas antes da aplicagdo, referendando que a aplicacdo de

um PEP nao € totalmente pré-definida, existindo espago para novos questionamentos

(CHEVALLARD, 2009a, 2009b).

5.1.8. Analise do Sexto Encontro Presencial do Primeiro Estudo Empirico

O sexto encontro presencial foi o dltimo realizado nesse primeiro estudo empirico da
pesquisa. A aula foi realizada no dia 29 de agosto e contou com a participagdao de 5 (cinco)
alunos, divididos em 2 (dois) grupos, com uma duragdo em torno de 60 minutos. O local para
realizacdo dessa aula foi o Laboratério de Matemadtica, pela necessidade da utilizacdo do
software GeoGebra para a construcao dos gréficos.

O professor iniciou a aula com o questionamento deixado no encontro passado, no caso
a Q2: Como podemos representar as situacdes para os anos seguintes, sabendo que a soma idade
mais tempo de contribuicdo muda a cada dois anos? Na ocasido, explicitou a questdo e
ressaltando as informacdes contidas nela. Com essa atitude, o professor retomou a discussao
sobre a Questao Geratriz (Qo), a partir de sua derivada. Logo apds, o professor iniciou o seguinte

didlogo:

PROFESSOR: E ai, meus queridos, como poderiamos representar o que a gente fez?

ALUNO 01: Eu acho que s6 a gente substituir o ano, pra homem e pra mulher...
PROFESSOR: E ai, o que vocés acham da resposta do Aluno 01?

ALUNOS: ... (ficaram em siléncio por alguns segundos)

PROFESSOR: O que vocés acham da resposta que o Aluno 01 deu?

ALUNOS: ... (ficaram em siléncio por alguns segundos)

PROFESSOR: Ei, Aluno 02, o que vocé acha da resposta do Aluno 01? Seria simplesmente
substituir os valores para homens e mulheres?

ALUNO 02: ... (ficou em siléncio por alguns segundos)

ALUNO 05: (fez um gesto de positivo)

PROFESSOR: Vocé (Aluno 05) faria assim? Como vocé faria? A organizagao seria como? (o
professor se aproximou do aluno para observar a sua resolucao).

Esse didlogo nos mostra a dificuldade inicial dos alunos em responder os
questionamentos do professor. Observamos que a Q2, para ser respondida, necessita que os

alunos tenham mais conhecimento tecnolégico e, consequentemente, técnicas mais sofisticadas
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em relacdo as de que ja tinham conhecimento. Nesse sentido, apresentam-se uma ampliagcdo e
uma aplicagdo do saber em jogo, indicadas pelo siléncio dos alunos em alguns momentos ou na
aplicacdo de respostas simples baseadas nas construgdes tecnoldgicas anteriores e que nao
foram suficientes para responder a um novo questionamento.

Outro ponto a ser destacado é que, no momento em que o professor estava questionando
os alunos, eles discutiam entre si as possibilidades de respostas. Entdo, entendemos que o
processo de devolugdo estava presente no sistema didético estabelecido (CHEVALLARD,
2009a) e, consequentemente, nas situagdes didaticas e na validacao.

Em seguida, o professor foi ao quadro e comecgou a escrever as principais informagdes
das aulas passadas, realizando perguntas sobre as funcdes desenvolvidas. Por conseguinte,
perguntou sobre o dominio, a imagem, os maximos € minimos, assim como fez perguntas
relacionadas ao tempo de contribuicdo, as idades possiveis para a aposentaria de homens e

mulheres.

Figura 85 - Fung¢des Desenvolvidas Relacionadas a Mulheres e Homens Escritas pelo Professor

Fonte: préprio autor (2019)

Com as fungdes construidas para representar o tempo de contribuicio € os anos
complementares para que se possa chegar a aposentaria, o professor parte para construcio de
uma tabela que represente a composi¢do de TC e AC para cada dois anos, até chegar ao ano de
2027. Nesse momento, os alunos construiram a tabela sugerida pelo professor tomando por base
a idade inicial da mulher e, em seguida, complementaram as informagdes juntamente com o

professor.
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Figura 86 - Tabela Construida por um dos Grupos
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Fonte: préprio autor (2019)

Na construcdo da tabela anterior, os alunos aplicaram técnicas relacionadas a
representacdes das expressdes para anos diferentes, necessitando de um amparo tecnoldgico
maior em relacdo aos tipos de tarefas e técnicas anteriores. Ressaltamos que, durante a
construgdo da tabela pelos grupos, notou-se o empenho dos alunos em realizar a tarefa com
discussoes entre si, buscando formalizar e validar as suas respostas. Outro ponto € que, nesse
momento, o professor sempre buscava a participagdo dos alunos, estabelecendo uma
organizagdo didatica e fazendo emergir outro contrato didético; no caso, o professor tentou
compartilhar as responsabilidades na constru¢do do saber em jogo, realizando varias perguntas
relacionadas ao saber.

Com as funcdes definidas e com a tabela construida, o professor levou todos os alunos
para representar as fungdes no GeoGebra (computadores). Como eles ja haviam tido contato
com o0 software no quarto momento, as dificuldades na sua utilizagdo foram minimas, mas
necessitaram de uma orientacdo do professor, pelo fato de a construcao solicitada ndo ser uma
funcdo, mas vérias funcdes no mesmo grafico. Porém, inicialmente, o professor solicitou a

primeira fun¢do representada pela figura 87.
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Figura 87 - Constru¢do por um dos Grupos da Primeira fun¢do TC = % solicitada pelo Professor

2 e — o —

Arquio. Edtar Exibir Opgdes Femamentas Janels Auda

Fonte: préprio autor (2019)

Com a primeira fun¢@o construida, o professor solicitou aos grupos a construciao das

outras funcOes representadas na tabela em que constam TC e AC para cada dois anos. Um fato

de destaque € que, mesmo os grupos estando separados em computadores diferentes, os alunos

continuaram com a troca de informacdes sobre o tipo de tarefa solicitado pelo professor, assim

como para pedir auxilio na constru¢do dos graficos. Esse ponto o PEP procura desenvolver

entre os alunos: a interacdo entre eles.

Figura 88 - Construgdo por um dos Grupos da Familia de Fungdes de TC

Fonte: préprio autor (2019)

Com a construgdo das representacdes graficas de cada fungdo, o professor solicitou a

constru¢do, no mesmo plano cartesiano, das funcdes de AC.
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Figura 89 - Constru¢do do Grupo 2 das Familias de Funcdes de TC e AC

Fonte: préprio autor (2019)

Com as fungOes construidas no GeoGebra, o professor solicitou que 0s grupos
determinassem o dominio e imagem das func¢des; nesse sentido, ele relembrou as discussoes
das aulas anteriores para estabelecer os valores mdximos e os minimos, escrevendo novamente

no quadro as seguintes informacgdes: D ={l € R/18 <1 <25} e Im(TC) ={TC(I) €
R/30 <TC <335}paraTC = %. O professor também retomou as discussdes em torno do

porqué da escolha da idade inicial de 18 anos e da idade maxima de 70 anos para a aposentaria
da mulher.

Em seguida, o professor solicitou que fossem determinados o dominio e imagem de cada
funcdo de TC e AC, mas, apesar da tentativa dos alunos de resolverem a tarefa determinada pelo
professor, foi verificada, nesse momento, uma dificuldade na aplicacdo da técnica, e,
consequentemente, uma falta tecnoldgica, pelo fato de ndao haver ali uma funcdo, mas uma
familia de funcgdes. Logo, seria necessdrio um amparo tecnolégico mais elaborado.
Consequentemente, o professor encaminhou a reflexdo em torno disso para o final da aula, pela
questao do hordrio, prevalecendo o tempo didético.

Para finalizar a sessdo e fazer um fechamento do problema, o professor fez os seguintes
questionamentos:

PROFESSOR: Vocés terminaram ai?! O que vocés acharam do problema?

ALUNO 06: Massa, legal todo!

PROFESSOR: Sobre a aula? Sobre a producdo do problema? Da resposta? Hein, Aluno 05 e
Aluno 04, o que vocés acharam do problema também? Aluno 02, o que achou do problema?
Um problema nao trivial, assim... foge um pouco do que estamos acostumados, dar uma fungao
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e substituir o valor, dar o dominio da funcdo, geralmente € sé isso, né? Nessa voc€s vao
construindo todo esse conhecimento, né?

ALUNO 01: Isso!

PROFESSOR: A funcio, a gente representou. Logo a func¢do, Aluno 02?

ALUNO 04: Nao, foi construida. Achei interessante o problema!

PROFESSOR: Achou interessante o problema?

ALUNO 04: Que € uma coisa pessoal, uma coisa que interfere na vida de todos e € uma coisa
prética.

ALUNO 06: E um tema polémico para a gente se aposentar, tem todo um contexto...

Alunos e professor: risos ....

PROFESSOR: Depende da idade em que se comega a trabalhar; quando vocé nascer, ja tem
que pedir a carteira ... (risos). E ai, Aluno 05, o que vocé achou? O que achou do problema,
voce que estd em sala de aula!

ALUNO 05: Legal porque da pra trabalhar muita coisa do contetido de fun¢do, dé pra trabalhar
dominio de funcdo, construcio grafica de uma fungdo, da pra trabalhar todo o conteudo de
funcdo s6 com um utnico problema.

PROFESSOR: Da para trabalhar gréafico?

ALUNO 05: E ... no caso af trabalharia de forma continua com o aluno, nio sé cada dia
colocando uma coisa diferente; é melhor dessa forma por causa disso, porque ele sempre vai
lembrar do que viu no dia anterior, é continuo...

PROFESSOR: Muito bem, garoto (Aluno 05). Aluno 02, emita ai uma opinido sobre o
problema!

ALUNO 02: Concordo com o que disse o Aluno 5, é isso ai, mesmo ... E tipo uma coisa
continua, € bem melhor.

PROFESSOR: Do que chegar e dar a func¢do.

ALUNO 02: Isso... E, levando em consideracdo, também, a maioria de uma cidade pra outra,
chegar assim do nada.

PROFESSOR: Vocé (Aluno 02) definiu o valor numérico da func¢io?

ALUNOS: ... (ficaram em siléncio por alguns segundos).

PROFESSOR: O que € um valor numérico da funcao?

ALUNO 01: Substituir um valor pela variavel.

PROFESSOR: A gente fez isso no problema?

ALUNO 01: Sim ... Fez ...

PROFESSOR: Vocé (Aluno 01) gostou do problema? Vocé que ficou falando que o problema
é muito facil, so isso ...

ALUNO 01: ... (risos)

PROFESSOR: Depois comegou a ver as dificuldades ...

ALUNO 01: E por isso mesmo, porque nio estava acostumado a lidar com o inicio dele e no
desenvolvimento dele e chegar em uma problematica bem interessante, entendeu? Nao estava
acostumado... E aquela coisa, quando vocé vé& uma coisa com que nio se depara...

Nesse momento, o didlogo revelou o reconhecimento dos alunos em relacdo a
metodologia utilizada, quando fizeram uma andlise dos conteidos abordados, retomando
conceitos anteriores, de momentos diferentes das aulas, como também ao reconhecerem que
ndo tiveram contato com esse tipo de abordagem. Podemos entender isso como uma ruptura de

contrato. Na sequéncia do didlogo, pontos relacionados a questao curricular foram discutidos:
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PROFESSOR: Vocé colocaria esse problema para alunos seu do ensino médio, Aluno 01?
ALUNO 01: Do primeiro ano?!

PROFESSOR: Sim! Ou do nono ano?

ALUNO 01: Do nono nao acho muito adequado ndo; € minha opiniao, nao, mas, no primeiro
ano, vai depender como vocé aborda...

PROFESSOR: Pronto ... Quem faz o problema ser facil ou dificil € vocé (Aluno 01).

ALUNO 01: Quando voceg iniciou, certo? Voceé estava tentando perguntar uma coisa que a gente
sabia a resposta, mas ndo sabia do que se tratava, entendeu?... A gente queria responder, mas
ndo sabia a resposta que voce (professor) queria, ai dificultou pra a gente também...
PROFESSOR: Ai depois foi desenvolvendo ...

ALUNO 01: Af depois foi... a gente conseguiu responder.

PROFESSOR: Foi os questionamentos, eu falava os questionamentos, mas nao colocava no
quadro, né?...Vocé ta vendo ai o que é?

ALUNO 01: E isso ...

ALUNO 05: E porque eu acho dessa forma mais legal, porque a gente constréi com o aluno o
conteddo em si. Eu trabalho dessa forma também, eu trabalho o conteido com ele e, a partir do
que eles fazem, da interacdo de que eles tém na aula, ai vem o conceito das coisas até acabar o
assunto. E melhor do que colocar no quadro o conceito e o aluno sé ver aquilo sem entender,
sem discutir.

ALUNO 01: Agora tem um quesito que achei interessante, professor, que €, por exemplo, esse
tempo que a gente levou pra fazer toda essa construcdo para chegar nesse resultado dessa
funcdo. Eu acho que foi muito, muito comprido, entendeu?... E ndo poderia ser curto, porque €
dificil pegar aquele inicio e chegar onde chegou, ou seja, precisaria de mais tempo, na verdade.
S6 que eu acho, como estamos falando da educagdo bésica e ensino médio, € dificil voc€ pegar
um assunto em si, e tratar com muitas aulas como a gente tratou, ai fica dificil nesse quesito.
PROFESSOR: Mas assim, quantas aulas seriam pra dar fun¢do afim? Eu acho que um problema
como esse definiria quase tudo ... Vocé define fun¢do afim, vocé define valor numérico, vocé
define imagem e dominio, vocé define o grafico, vocé faz o estudo do sinal...

ALUNO 02: Voceé trabalha com muitas coisas.

ALUNO 01: Realmente, se partir por esse lado, realmente ...

PROFESSOR: Ou seja, vocé d4 o contetido inteiro, tem que pensar dessa forma também. E
porque estamos bitolados a seguir o livro didédtico e assim ... quem trabalhou em escola
particular sabe que € aquela pressdo de dar o contetido todo, dar algumas aulas... O cara demora
mais do que outros, né?... Mas € uma coisa que vai se aperfeicoando com o tempo, né?... se
houve falhas, se demorou em mais de uma aula, vocé vai conduzindo e tentando melhorar.
ALUNO 01: E a gente estava aplicando resolu¢do de problemas nesse problema ....

Professor: Isso ...

No trecho do didlogo anterior, as questdes relacionadas ao tempo didatico e curricular
sao discutidas, levando os atores a refletirem sobre em pontos que vao além da sala de aula.
Observamos que o PEP aplicado leva a um nivel de codeterminacdo acima da disciplina,
chegando a um nivel de escola. Neste sentido, o dispositivo didatico segue a sua funcionalidade
de discutir temas relacionados aos niveis de codeterminagao; nesse caso, de forma crescente,
gerando caminhos para a possibilidade de uma mudanca praxeoldgica do professor e dos seus
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alunos, e, consequentemente, curricular (CHEVALLARD, 2007; RODRIGUEZ; BOSCH;
GASCON, 2007).

Ao realizarmos a nossa andlise externa do dispositivo didatico, tomamos por base o
cronograma inicial, de acordo com o qual estavam previstos 8 (0ito) encontros presenciais, mas
toda a aplicacdo foi finalizada em 6 (seis) encontros. O motivo dessa diminui¢do estd
relacionado ao desenvolvimento da resolu¢do da Questao Geratriz pelos alunos, conduzido pelo
professor em sala. Lembramos que o cronograma inicial foi uma proposta, a qual serd adequada
para o préximo estudo empirico, assim como serdo adequadas as mudancas do nosso modelo
epistemoldgico de referéncia para o ensino de fungdo.

Nessa ultima secdo presencial desse primeiro estudo empirico, foi desenvolvida,
basicamente, a Q2. Os alunos construiram as familias de func¢des utilizando o GeoGebra, assim
como discutiram o significado e a aplica¢do das representacOes graficas em situagdes possiveis,
ao se tratar desse tipo de aposentaria. Na imagem seguinte, apresentamos o percurso de estudo

e pesquisa realizado pelos alunos ao tentarem resolver a Q:

Figura 90 - Percurso dos Grupos Durante o Sexto Encontro do Primeiro Estudo
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Os alunos, ao se depararem com novas questdes geradas pela Qo, formularam novas
hipdteses e tentam delimitar o caminho a ser seguido. Como ja possuiam o modelo funcional e
continuo, partiram para a identificacdo do dominio e da imagem, fizeram o estudo do sinal,
analisaram os termos da fung¢ao e utilizaram o modelo da familia de funcao para as construcoes
gréficas; consequentemente, realizaram a interpretagdo dos resultados.

Os tipos de tarefas marcadas de azul s@o as etapas que ndo foram utilizas pelos alunos,
pelo fato de ndo ser necessdria a constru¢do do modelo funcional. O registro, no GeoGebra, das
limitacdes dos dominios e das imagens ndo foi possivel de se realizar por causa do tempo
didético, ao qual o professor é submetido pela institui¢do a que ele € sujeitado.

Ao observarmos o percurso seguido pelos alunos, verificamos que foram diversos os
conteudos relacionados ao conceito de funcdo, das suas nogdes bdsicas até sua aplicacio e
interpretacdo grafica em um momento presencial. Este fato nos leva a entender que o PEP pode
ser aplicado e ter resultado positivos relacionados a compreensdo do saber em jogo, assim como

pode ser uma alternativa curricular que vai além da questdo disciplinar.

5.1.9. Analise Preliminar do Primeiro Estudo Empirico

No decorrer dos seis momentos presenciais, os tipos de tarefas propostas pelo PEP
levaram os alunos a utilizarem técnicas ja conhecidas, tais como: a determinacdo do zero da
funcdo por meio das etapas para resolver uma equagdo do primeiro grau, o método da adicdo
para a resolucao de um sistema de duas varidveis e 0 método da construcdo de graficos de uma
funcdo do primeiro grau, com a utiliza¢do de dois valores diferentes do dominio.

Também aperfeicoaram técnicas para determinar as fungdes de TC e AC, apoiados por
um amparo tecnolégico, no qual a sua funcionalidade foi identificada e aplicada. Nesse primeiro
estudo, pudemos perceber o crescimento das organiza¢des matematicas utilizadas pelos alunos,
no ponto que partiram de organizagdes matemadticas pontuais, passaram para organizagdes
matemadticas locais e chegaram a uma compreensdo da organizagdo matemadtica regional
(CHEVALLARD, 1999).

No que se refere ao contrato didatico e a seus efeitos, destacamos dois deles que foram
predominantes: o efeito topazio e o efeito abusivo de analogia. Tais efeitos foram verificados
em todos os encontros desse primeiro estudo, marcado pelo protagonismo excessivo do

professor em determinados momento das aulas.
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Alguns contratos foram estabelecidos durante esse primeiro estudo, dentre os quais
merecem destaque aqueles que mudaram no decorrer da aplicacdo do PEP, fazendo o professor
distanciar-se do saber em jogo e ocasionando um aumento da responsabilidade e autonomia do
aluno. Tal processo, foi desenvolvido a partir de vdrias renegocia¢des e de rupturas, tanto por
parte dos alunos com por parte do professor, e provocou mudangas de praxeologias durante o
desenvolvimento do PEP.

Ao analisarmos o nosso MER, observarmos que ele sofreu poucas alteragdes durante a
aplicacdo do dispositivo didatico. Foram abordadas a construgao, a interpretagdo e a aplicacao
das fungdes discretas, como também a transi¢io de um dominio discreto para um dominio
continuo, buscando-se a compreensdo de uma fun¢do continua. Também foi abordado o estudo
dos termos de uma funcao, de familias de funcdes, assim como a sua variabilidade.

Uma questdo que devemos abordar é a compreensdo da relacio entre as grandezas de
uma func¢do, conceito bdsico ja que, muitas vezes, as técnicas tomam um papel de destaque,
ofuscando os conceitos essenciais para compreensao da funcionalidade e aplicacdo do conceito.

Na aplicacdo do dispositivo didatico, buscamos seguir o planejamento inicial
apresentado no cronograma proposto. O professor teve toda a liberdade para alterar e propor
mudancgas que achasse necessario. Nesse sentido, ele fez as alteracdes e seguiu a sua propria
organizacdo diddtica, tomando por base a nossa proposta metodolégica. Com esse
procedimento, sentiu-se a vontade para conduzir os encontros, nos quais surgiram Varios
momentos produtivos no ensino, através de perguntas realizadas pelos alunos e que foram além
do nosso planejamento.

Tal fato € condizente com a proposta do PEP, um desenvolvimento sem as amarras de
um planejamento rigido, mas com objetivos para buscar a compreensdo do conceito abordado
e de sua aplicabilidade (CHEVALLARD, 2009a, 2009b). Consequentemente, as mudangas
praxeoldgicas apresentadas pelo professor, durante a aplicacio do dispositivo didatico,
caracterizaram uma influéncia positiva em sua formacao. Com a intencao de analisar com mais
detalhes o processo de ensino e aprendizagem do PEP, iniciaremos a andlise do segundo estudo
empirico, com o auxilio do Ciclo de Solu¢do de Problemas (PRETZ; NAPLES; STERNBERG,
2003; STERNBERG; STERNBERG, 2017) e com a finalidade de levantar pontos

complementares a nossa andlise.
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5.2 Segundo Estudo Empirico

Para a andlise do segundo estudo, utilizamos os elementos da Teoria Antropoldgica do
Didatico (CHEVALLARD, 1997, 1996, 1999, 2002, 2007, 2009) , da Nocao do Contrato
Didético (BROUSSEAU, 1986, 1996) e do Ciclo de Solu¢do de Problemas (PRETZ; NAPLES;
STERNBERG, 2003; STERNBERG; STERNBERG, 2017). Buscamos observar a evolucdo
praxeoldgica do professor e dos alunos da disciplina Fungdes I, as relacdes contratuais
estabelecidas, os seus efeitos, as renegociacdes, suas rupturas de contrato e a evolucdo do PEP,
tomando poOr os passos e os insights (SMITH, 1996; STERNBERG; STERNBERG, 2017)
apresentados no ciclo de solugdo de problemas, durante o processo de ensino e aprendizagem
do dispositivo didético.

Para a descricao das andlises, procederemos de forma semelhante ao primeiro estudo, a
partir da descricdo da formagdo do professor da disciplina e, em seguida, em os encontros
presenciais. Relembramos que a aplicacido do PEP foi realizada com alunos diferentes, mas com
a participacdo do mesmo professor. Para a identificacdo dos alunos, utilizaremos o Aluno 07, o
Aluno 08... lembrando que foram alunos diferentes que participaram do primeiro estudo

empirico; no caso, outra turma.

5.2.1. Continuacao da Formacao com o Professor da disciplina Funcoes I

O primeiro encontro da formagao com o professor da disciplina Funcdes I foi realizado
antes de iniciarmos a aplicacdo do PEP, no segundo estudo empirico. Aconteceu na primeira
semana do més de maio de 2018 e durou em torno de 60 minutos. Discutimos a condugdo de
sua aplicacdo e o levantamento das possiveis datas de aplicagdo.

Com a ficha diagndstica, revendo os enunciados e observando a possibilidade de
alteracdo de algum item, chegamos a conclusiao de que ela ndo seria alterada para a aplicacao
com a turma seguinte, mas o professor preferiu fazer uma pré-selecdo dos itens a serem
aplicados, ndo seguindo a ordem dos apresentados conforme sua disposicao original.

Para a ficha de trabalho, o procedimento utilizado foi o0 mesmo, ou seja, ndo foram
alterados os itens, seguindo-se a ordem apresentada. Tal procedimento do professor caracteriza

uma evolugdo na sua formacdo, pelo fato de selecionar com mais cuidado os procedimentos
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praxeoldgicos que seriam adotados para seus alunos, com uma possivel influéncia da
participacao estudo empirico anterior.

Outro ponto destacado foi a preocupacado do professor em relagdo aos seus alunos, no
sentido da sua compreensao dos contetidos presentes nas fichas e, principalmente, na aplicacao
do PEP; se teriam ou ndo condi¢des de acompanha-los. No caso, discutimos e chegamos a uma
conclusdo conjunta: na medida da necessidade da turma, o professor poderia adequar a
aplicacdo do dispositivo de acordo com as demandas apresentadas pelos alunos, com autonomia
nessas eventuais adequagdes. Durante a aplicagao do PEP, tivemos mais dois encontros, um
deles antes do terceiro encontro presencial, pelo fato de este anteceder a apresentacdo da
questdo geratriz, e outro antes do quinto encontro, por dar inicio a utilizacdo do GeoGebra.
Estes encontros duraram em torno de 30 minutos, nos quais definimos as datas e revisamos 0s

procedimentos de aplicagdo.

5.2.2. Anélise do Primeiro Encontro Presencial do Segundo Estudo Empirico

O primeiro encontro presencial foi realizado no dia 17 de maio de 2018. A aula iniciou-
se por volta das 19h20min, com a participacdo de 9 (nove) alunos. Primeiramente, o professor
entregou a ficha diagndstica a cada aluno e ressaltou a importancia de deixar registrados todos
os calculos errados ou certos realizados por eles, no material entregue, como também que a
resolucao dos itens seria individual, mas com a possibilidade de conversarem entre si. Em
seguida, o professor deu continuidade a aula, com a seguinte pergunta:

PROFESSOR: O assunto € sobre fungdo! Quem pode me responder a seguinte pergunta: o que
significa fun¢do? Hein, Aluno 09?

ALUNO 09: Fun¢ao?!

PROFESSOR: Sim! O que significa uma funcao?

ALUNO 09: Dificil, né?...

ALUNOS: Siléncio....

O professor, ao iniciar com a pergunta sobre o significado de fun¢do e tentar identificar
o nivel de conhecimento dos alunos sobre o saber em jogo, teve a finalidade de adequar-se para
a sua conducdo praxeoldgica. Tentou fazer com que os alunos participassem da aula, mas nao
obteve do Aluno 09 a resposta desejada, identificando que conhecimento em jogo ndo é o que

aparentemente se conhece naquele momento.

270



N

Podemos relacionar este procedimento do professor a existéncia de um contrato
didético presente no inicio da aula, quando professor realizou a apresentacdo do conhecimento
em jogo com uma pergunta, para a qual aguardava uma resposta dos alunos. Por ser um
conteddo que estd presente na educagdo basica, o professor espera que os alunos saibam o seu
significado ao ingressarem no ensino superior, mas, neste caso, isso ndo aconteceu, e foi
necessdria de uma intervengdo do docente para a compreensdo do conceito pelos alunos.

Na continuidade da aula o professor insistiu em fazer o mesmo questionamento,
afirmando que j4 havia sido visto algumas vezes, em aulas anteriores. Com isso, surgiu uma

pequena discussdo sobre o significado de fungdo.

PROFESSOR: Definam o que € fun¢io para mim? Me dé€ a ideia?

ALUNO 15: Rapaz!

PROFESSOR: Rapaz... pode ser... relacdo de um rapaz com uma moga, pode ser...

ALUNO 15: E ... podemos pegar dois conjuntos A e B, e um elemento de A tem que estar
associado a um elemento de B...

PROFESSOR: Certo... de dois conjuntos, € isso?

ALUNO 15: Sim...

PROFESSOR: E isso mesmo? Todo mundo concorda com ele?

ALUNO 07: A ideia especifica de que funcao?

PROFESSOR: Tem a ideia e tem a defini¢do formal do que é funcdo.

ALUNO 07: Quer dizer que tem o conjunto A que tem elementos que partem para um elemento
do conjunto B € funcio....

PROFESSOR: Tem elementos ndo (conjunto A), todos os elementos.

ALUNO 15: Se tem dois elementos no dominio € na imagem tem dois, € um elemento do
dominio, ndo... dois elementos do dominio associado a um da imagem nao é funcao.
PROFESSOR: Sim... muito bem, pelo menos...

O didlogo anterior representa uma mudanga praxeoldgica do professor em relagdo ao
inicio da primeira aula do primeiro estudo empirico, pelo fato de conduzir a uma maior
discussao antes de apresentar a defini¢ao de func¢do, nao apresentando o efeito topdzio no inicio
da aula.

Seguidamente, o professor continuou a discuss@do com os Alunos 07 e 15, sobre os
conceitos informais e formais de fun¢do, como também sobre a ideia intuitiva do conceito,
exemplificando-o com o preco da gasolina; no caso, o litro de gasolina estd relacionado ao seu
preco. Na medida em que sdo comprados mais litros, o valor aumenta em uma propor¢ao linear,
relacionando as grandezas presentes na situacdo (quantidade de litros e preco). Também foram

utilizados outros exemplos, como: o aluguel de DVDs, que sdo complementados pelo Aluno 11
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e relacionados a sua representacdo grafica. Em seguida, o professor iniciou a discussdo do item
01.

Anadlise do Item 01 da Ficha Diagnéstica

Relembrando o item 01, existem quatro grificos a serem identificados ou ndo como
funcdo. Um ponto a ser destacado no inicio desse item é que o professor ndo tinha escrito a
definicao de funcdo nem como representd-la no quadro, utilizando apenas a discussd@o com 0s
seus alunos, diferentemente do primeiro estudo. Consequentemente, o professor apresentou o

item 01 e escreveu no quadro um exemplo para reforcar a definicdo de funcgdo.

Figura 91 - Exemplo de Funcao Escrito pelo Professor

Fonte: préprio autor (2019)

Este procedimento do professor pode estar associado a influéncia que recebeu durante
a sua formacdo, consolidada pela atuacdo na docéncia, com a necessidade de sempre
exemplificar os elementos para os alunos, ndo esperando as suas resolugdes. Esse fato foi
confirmado porque, logo em seguida, o professor respondeu a letra “a” utilizando a técnica,
diferente da utilizada na explicacdo inicial.

Observamos que a mudanca do professor em relagc@o as préticas de ensino é gradual e

com resisténcia, dada a forte influéncia que foi estabelecida durante a sua formacdo. Em
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seguida, o professor pediu para os alunos resolverem as outras letras do item, justificando as

suas respostas. A figura seguinte, apresenta algumas dessas respostas:

Figura 92 - Resposta do Aluno 11 do Item 01 da Ficha Diagndstica
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Fonte: préprio autor (2019)

As respostas apresentadas mostram que o Aluno 11 ndo compreendeu o conceito de
funcdo ao observar uma representacdo gréfica; nao lhe foi claro o amparo tecnolégico presente
na técnica (t; , ), dificultando sua correta aplicacdo. Esse tipo de obstdculo foi apresentado nos

registros de outros alunos, caracterizando em uma dificuldade ndo pontual.

Anadlise do Item 02 da Ficha Diagnéstica

O item aborda o célculo do valor numérico da imagem de uma fung@o, na tentativa de
construir uma relacdo de correspondéncia entre os elementos do dominio e da imagem. A
técnica 73 ; € geralmente utilizada, substituindo-se a varidvel x por um valor numérico em y =
f(x). O professor iniciou a discussdo do item 02 com a seguinte pergunta: o que significa

calcular f(3)? Em seguida, leu o item e perguntou novamente a turma:

PROFESSOR: E ai, o que significa f(3)?

ALUNO 08: Calcular o y?

PROFESSOR: Calcular oy, é€? E o y significaa...?

ALUNO 08: A imagem ...

PROFESSOR: Muito bem! Entdo calcular f(3) € calcular a imagem do 3, através daquela
funcdo. Entdo, como se faz isso? Entao, como se faz isso, Aluno 14? O Aluno 08 ja me falou o
que €? Vocé concorda com ele?

ALUNO 14: ... (ficou em siléncio)

O professor tentou levar os alunos a uma discussdo sobre o tema em jogo, com 0s

mesmos argumentando em torno de suas respostas, numa dialética de pergunta e respostas
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(FONSECA, CASAS,BOSCHe GASC()N, 2009). Em seguida, conduziu a uma discussao para

(13 ?’

a resposta da letra “a”, que estava relacionada a pergunta inicial, e escreveu no quadro a

resposta.

“ ”»

Figura 93 - Resposta do Professor do Item 02 Letra

Fonte: préprio autor (2019)

Notamos que o professor institucionalizou a sua resposta no sentindo de os alunos
confirmarem as praxeologias utilizadas. Em seguida, solicitou que os alunos respondessem as

outras letras do item. A figura seguinte representa a resposta do Aluno 09 a essa solicitacao:

Figura 94 - Resposta do Item 2 Realizada pelo Aluno 09
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Fonte: préprio autor (2019)

As técnicas usadas pelo Aluno 09 foram as apresentadas e utilizadas pelo professor.
Neste caso, podemos citar o contrato didatico que estd relacionado a repeti¢do de técnicas pelo
aluno e que foi apresentada pelo professor.

A repeticdo pode ter relevancia em alguns casos, mas, em outros casos, €ssa
dependéncia dos alunos ao professor pode paralisid-los na resolucdo de determinados

problemas, tornando-se necessdria a escolha de técnicas (STERNBERG; STERNBERG, 2017).
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Durante a discussio sobre o item 02, foi levantada uma duvida relacionada a letra “c” e
relativa ao valor do dominio € uma fracao, ocasionando aos alunos realizarem os seus calculos
com valores fraciondrios. Diante desta situagdo, o professor teve que intervir se dirigindo ao
quadro e respondendo a letra “c”, relembrando conceitos dos divisores, dos multiplos, dos
minimos multiplos comuns e da potenciacao.

Observamos que o professor tentou sempre relembrar conceitos matematicos que fazem
parte da fundamentacdo do conceito principal, necessdrios para a utilizagdo das técnicas
disponiveis. Destacamos que, durante a discussdo deste item, o professor interagiu mais com
os alunos e incentivou constantemente a discussdo entre eles, com a finalidade de chegar a

resolucdo, apresentando uma renegociagdo contratual e uma diminui¢do do efeito topazio.

Analise do Item 03 da Ficha Diagnéstica

O item 03 tem a finalidade de relembrar a compressao da relacao de dependéncia entre
as varidveis. Para isso, utiliza a constru¢do de triangulos equildteros com palitos de fésforos,
buscando, ao final, a constru¢cdo de uma expressao funcional. A discussdo do item tem inicio
no momento em que alguns alunos ainda estavam envolvidos na resolucio do item anterior. Tal
atitude do professor pode estar relacionada a necessidade de cumprir o tempo didatico
estabelecido pela instituicdo, levando o professor a ter que interromper a resolucdo de alguns

alunos para dar andamento ao seu planejamento.

PROFESSOR: Mas, voltando para a func¢do ... Deixando um pouco a parte do calculo de lado
e voltando para a fungio, que nio deixa de ser cdlculo também. E ... para formar um tridngulo
eu preciso de quantos palitos? Um tridngulo aqui?

ALUNO 14: Trés...

PROFESSOR: Trés aqui... (escrevendo no quadro a resposta). Para formar dois triangulos, eu
precisei de quantos?

ALUNOS: Cinco...

PROFESSOR: Bem... para formar trés triangulos?

ALUNOS: Sete...

PROFESSOR: Eu te pergunto a letra “a”... quantos palitos eu preciso para formar quatro
tridngulos?

ALUNO 15: Nove ...

PROFESSOR: Simples... E para formar sete tridangulos?

ALUNOS: Quinze...
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Notamos que os alunos tiveram uma participacdo maior nas respostas apresentadas, as
quais conduziram para uma compreensdao da questdo e da relacdo estabelecida entre a
quantidade de palitos e triangulos. Em seguida, o professor perguntou a resposta da letra “c”.
Neste caso, os alunos tiveram que representar com uma expressdo uma relagdo entre a
quantidade de palitos com a de triangulos equiléteros.

No decorrer da aula para encontrar a resposta, os alunos discutiram entre si € mostraram

algumas resolucdes ao professor. A figura seguinte representa uma das resolugdes:

Figura 95 - Resposta do Item 03 do Aluno 13
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Fonte: préprio autor (2019)

O Aluno 13 apresentou a sua resposta justificando-a com um caso particular. Tal
procedimento foi assim realizado devido a falta de conhecimento tecnolégico do aluno, o que
o impediu de utilizar, ou mesmo de indicar, a indu¢do matemadtica em tal justificacdo. Depois
de alguns minutos, o professor relembrou que os itens ndo respondidos em sala deveriam ser
observados em outro momento e deveriam ser entregues nas aulas seguintes, Em seguida,

iniciou a discussdo do item 08.

Anadlise do Item 08 da Ficha Diagnéstica

Por decis@o propria, o professor passou para o item 08, acreditando ser ele mais
interessante por mobilizar outros conceitos relacionados a compreensao e aplicacdo de funcao.
Este item trata da identificacdo dos intervalos da fungdo e se a funcdo € crescente ou
decrescente, como também da imagem, do dominio e de alguns valores numéricos da funcao.

O professor iniciou a sua explicagdo do item reproduzindo o grafico no quadro a ela
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correspondente, e, em seguida, pediu a atenc¢do dos alunos que ainda estavam respondendo ao

item anterior.

PROFESSOR: Pessoal, pessoal, vamos 14 ... Esse Item 08 aqui?! Tentei reproduzir o grafico
aqui, para a gente ir brincando com ele ai ... Tem o gréfico da funcdo representado a seguir,
pode representar o qué?

ALUNOS: ... (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: A funcdo € decrescente no intervalo de dois até quatro?

ALUNO 07: Decrescente?

PROFESSOR: Ela decresce?

ALUNO 07: E...

PROFESSOR: Ou seja, os valores do dominio vao aumentando e os valores da imagem vao
diminuindo; no caso, € uma fun¢do decrescente.

ALUNO 07: No caso, de menos dois até....

PROFESSOR: Vamos 14, entdo vamos verificar esse grafico, de dois até quatro onde ‘ta...

Observamos, no didlogo anterior, que o professor, ao iniciar a discussao, impediu que o
Aluno 07 tentasse apresentar a sua justificativa ao ser interrompido durante a explicacdo do
item. Podemos associar essa atitude do professor a iminéncia do tempo de finaliza¢do de sua
aula, que dispunha apenas de poucos minutos. Por essa razdo, o professor adequou a sua
praxeologia, ou seja, por influéncia das regras da institui¢cdo. Para dar a sua explicagdo, o
professor se concentrou em tentar relacionar os valores do dominio aos valores da imagem, um
dos principios fundamentais para a compreensio da funcao.

Ao final do primeiro encontro presencial do segundo estudo empirico, notamos uma
mudanca significativa nas praticas de ensino do professor, que apresentou uma preocupacao
maior com a compreensdo do conceito de fun¢do por parte dos alunos. Destacamos, também, a

utilizacdo de poucas técnicas pelo professor, a qual limitou as op¢des de resolucdo dos alunos.

5.2.3. Analise do Segundo Encontro Presencial do Segundo Estudo Empirico

O segundo encontro presencial foi realizado no dia 17 de maio de 2018, contou com a
participacao de 9 (nove) alunos e durou em torno de 60 minutos. Neste encontro, o professor
aplicou a Ficha de Trabalho com a intencdo de utilizar problemas que abordam o conceito de
funcdo afim e de suas aplicagdes. A ficha € composta de 10 (dez) itens, dentre os quais alguns
a serem utilizados pelo professor na sala e outros a serem respondidos pelos alunos, em outro

momento.
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Analise do Item 01 da Ficha de Trabalho

Este item solicita a constru¢do de graficos em um mesmo plano cartesiano, com a
intencdo de verificar a representacao algébrica e grifica de uma fungdo afim, verificando que
se trata de uma reta, assim como de suas diferentes declividades. Antes de iniciar a aula, o
professor separou os alunos em grupos e distribuiu o material. Em seguida, leu o enunciado do
item Ol e explicou as possiveis formas de representar uma funcio, dando as seguintes

explicagdes:

PROFESSOR: Tem duas formas de construir uma func¢ao, fazer um esbogo dela, no caso. Uma
€ fazer uma pequena tabela, como o nosso amigo (Aluno 08) tinha citado sobre uma fungdo,
fazer uma tabela, escolher os valores para “x” substituir na fungdo e encontrar os valores para

(14l

. Nao sei se vocés lembram, mas era assim que estadvamos trabalhando para a construgao de
&
gréfico, escolhiamos os valores para “x”, substituiamos na fun¢fo e encontramos os valores

(Y1)

para “y”... as imagens, marcavamos os pontinhos e construiamos o grafico ... € assim que vamos
proceder com esse primeiro exemplo ...
ALUNOS: (em siléncio).

Ao iniciar a aula com essa organizagdo didética, o professor apresentou aos seus alunos
a sua inten¢do praxeoldgica, de forma a induzir o caminho da resolucdo a ser realizado pelos
alunos, destacando existirem duas formas de resolver o problema e que apenas uma maneira
dessas maneiras foi apresentada aos alunos. Tal procedimento do professor retomou o contrato
didético estabelecido e lhe deu maior proximidade do saber em jogo, determinando a técnica a
ser utilizada pelos seus alunos. Em seguida, o professor foi ao quadro e respondeu a letra “a”
do Item 01, reforcando a técnica a ser utilizada. Durante a sua explicacdo, o professor comentou
rapidamente a tecnologia que sustenta a técnica por ele utilizada e ressaltou que a sua
representacdo € uma reta. Comentou a correspondéncia biunivoca existente entre conjuntos

infinitos, mas ndo aprofundou essa discussao, centrando-se na técnica apresentada.
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Figura 96 - Resolugdo do Item 01 por um dos Grupos
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Fonte: préprio autor (2019)

A figura 96 representa a técnica utilizada pelos alunos; no caso, a mesma apresentada
pelo professor e que conduziu os alunos a uma repeti¢do da técnica. Durante a resolugdo, os
alunos apresentaram interesse em responder ao item com perguntas € questionamentos em
alguns momentos, numa postura que podemos caracterizar como um processo de devolugdo
(BROUSSEAU, 1986), como também com autonomia diante de um problema. Em seguida, o

professor iniciou a discussdo do item 02.

Analise do Item 02 da Ficha de Trabalho

Com relagdo a este item especificamente, era esperado que os alunos utilizassem
técnicas associadas ao contetido de sistemas de equacdes lineares, a partir da expressdo y =
ax + b, assim como os seus métodos de resolucao.

O professor iniciou o item 02 sem aguardar que os alunos terminassem o item anterior,
alegando que aquele era uma continuacdo da ideia do conceito de fun¢do afim. Observamos
que, no momento da explicacao do Item 02, grande parte dos alunos ndo haviam dado atengdo

a fala do professor, a qual pdde ocasionar dificuldades na resolucdo, por parte dos alunos.
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Figura 97 - Técnica Utilizada pelo Professor no Item 02

Fonte: préprio autor (2019)

A figura anterior apresenta a técnica utilizada pelo professor para exemplificar a
resolucdo do item 02, com a utilizacdo do método da adicdo na resolu¢do de um sistema de
equacgoes. Consequentemente, o professor perguntou se existe alguma divida por parte dos
alunos e relembrou que o item poderia ser resolvido por outro método (Método da Substitui¢do),
mas os alunos ficaram em siléncio e tentaram resolver as outras letras do item. Depois de alguns
minutos, o professor retomou a discussao e apresentou outra técnica de resolugdo, expressa na

imagem seguinte:
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Figura 98 - Segunda Técnica Apresentada pelo Professor

Fonte: préprio autor (2019)

Ao apresentar a segunda técnica aos alunos, o professor promoveu uma discussiao
tecnoldgica, justificando essa técnica e relembrando alguns conceitos das relagdes
trigonométricas que nao foram abordadas no primeiro estudo. Com isso, registramos uma
mudanga praxeologica por parte do professor. Consequentemente, ele destacou que, para a
resolucao do item, poderia ser utilizada uma das duas técnicas. Em seguida, os alunos tentaram

resolver as outras letras do item, discutindo entre si e retirando ddvidas com o professor.

Figura 99 - Resolug¢do do Item 02 por um dos Grupos

Fonte: préprio autor (2019)
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A figura anterior apresenta a resolugdo realizada por um dos grupos de alunos e mostra
que utilizaram a primeira técnica apresentada pelo professor. Essa escolha pode estar
relacionada a proximidade com a primeira técnica, a qual é bastante utilizada a partir do sétimo
ano da educacdo bdésica; no caso da segunda técnica, o primeiro contato dos alunos se da,
geralmente, no ensino médio ou no ensino superior, mas os alunos preferem a técnica mais

antiga.

Analise do Item 04 da Ficha de Trabalho

O item 04 é semelhante o item 02, com os valores de um ponto, € 0 seu coeficiente
angular € solicitado a sua equacgdo da reta. Foi explorada uma outra forma de determinar a sua
representacao algébrica.

Inicialmente, o professor tentou discutir o item 05, mas, por intervenciao dos alunos,
limitou-se ao item 04. Esta apresentou uma renegociacdo de contrato, com a finalidade de
manter a discussdo do saber em jogo, e o atendimento da solicitacdo dos alunos. No decorrer
da explicacdo do item 04, o professor abordou o significado dos coeficientes angular e linear,
que sdo pontos conceituais importantes relacionados a funcdo afim, ressaltando que o
coeficiente linear representa o ponto de intersecdo com o eixo das ordenadas, como também o

termo independente da funcao.

Figura 100 - Explicagdo do Item 04 pelo Professor

Fonte: préprio autor (2019)
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Consequentemente, o professor solicitou aos alunos que concluissem o item 04 e
resolvessem os outros itens da Ficha de Trabalho. Ressaltou a necessidade de estudar em outro
horério diferente e avisou que estava a disposi¢do para tirar, juntamente com os monitores das

disciplinas, as ddvidas surgidas em sua sala.

5.2.4. Analises do Primeiro e Segundo Encontros Presenciais do Segundo Estudo
Empirico

A finalidade de fazermos uma anélise dos dois primeiros encontros € para observamos
os principais pontos que influenciaram as praxeologias do professor e de seus alunos,
juntamente com os elementos do contrato didatico identificados. Lembramos que a andlise dos
dois primeiros encontros do primeiro estudo empirico foi realizada antes da aplicagdo da
questdo geratriz e que da mesma forma iremos proceder no segundo estudo empirico.

O contrato didédtico estabelecido pelo professor nestes dois primeiros encontros o
aproxima mais do saber em jogo, porém a atitude de iniciar a discussao com uma pergunta pode
levar a uma renegociagdo do contrato didético estabelecido no inicio da aula, como também a
apresentacao de exemplos diversos para relacionar as relacdes funcionais. Tais atitudes podem
ocasionar uma diminui¢do dos efeitos de contrato.

Trés pontos foram recorrentes durante os encontros: a repeticdo das técnicas pelos
alunos apresentadas pelo professor, gerando uma imposi¢@o na sua utilizacdo; a influéncia do
tempo de aula imposto pela institui¢do, gerando uma mudanga de postura do professor em
determinados momentos; e a falta de conhecimento tecnolégico pelos alunos, dificultando a
compreensdo da utilizagdo de algumas técnicas.

Ao relacionarmos este estudo ao primeiro de estudo empirico, a postura do professor
teve uma diferenca significativa, de modo que a sua condugdo praxeoldgica apresentou
mudanca, com um discurso tecnolégico mais amplo em alguns momentos. Houve uma
diminui¢do dos efeitos de contrato (BROUSSEAU, 1996, 2008), principalmente o efeito
topdazio, ocorrido com menos frequéncia.

Apesar da limitagdo das técnicas trabalhadas, algumas foram mais exploradas e
discutidas, o que caracterizou uma condu¢do mais centrada na compreensdo do conceito, que
podemos relacionar a menor quantidade de itens resolvidos no segundo estudo, apesar de terem

sido aplicados com a mesma quantidade de tempo.
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Na andlise externa, o tempo planejado foi cumprido. Lembramos que, na formacao com
o professor, a execu¢do foi alterada com base no primeiro estudo empirico. Pelo cronograma
proposto, a Ficha Diagndstica seria aplicada no primeiro encontro presencial e a Ficha de
Trabalho, no segundo encontro presencial, para em seguida, aplicarmos a questdo geratriz. Em
seguida, iniciaremos a andlise do terceiro encontro presencial, no qual a questdo geratriz foi

aplicada.

5.2.5. Analise do Terceiro Encontro Presencial do Segundo Estudo Empirico

Antes de iniciarmos a apresentacdo da andlise do terceiro encontro presencial,
destacamos dois pontos importantes: o primeiro ponto € a formacao realizada com o professor
da disciplina Fungdes I antes deste encontro, na qual tratamos de rever e comentar a questao
geratriz € Os percursos matematicos, ocasionando pequenas mudancas na conducdo da
aplicacdo do PEP; o segundo ponto estd relacionado ao Ciclo de Solucdo de Problemas
(PRETZ; NAPLES; STERNBERG, 2003), ja que, a partir deste encontro, os elementos tedricos
passaram a ser utilizados na andlise, por se tratar da apresentacdo e do inicio do
desenvolvimento da questdo geratriz.

O terceiro encontro presencial aconteceu no dia 07 de junho de 2018, com a participac¢do
de 7 (sete) alunos. Teve inicio as 19h25min e durou em torno de 45 minutos. No inicio da aula
o professor distribuiu a questdo geratriz aos grupos de alunos e as folhas de anotagdes para
registrar os seus cdlculos. O professor iniciou a discussao relembrando que, nas aulas passadas,
foi apresentado o conceito de fungdo e, consequentemente, o conceito da funcdo afim. O
professor comentou que iria dar continuidade ao assunto funcdes e solicitou ao Aluno 07 fazer
a leitura do problema; no caso, a questdo geratriz.

Destacamos trés pontos para esse inicio de aula: 1) a apresentacdo do conceito a ser
trabalhado na aula pelo professor, antecipando o conteddo previsto, a abordado na resolucdo da
questdo geratriz; 2) o tipo de problema apresentado aos alunos, que diferiu dos problemas
habituais apresentados nos livros didaticos e que ocasionou uma quebra de contrato didatico;
3) a relagdo entre o conceito de fungdo e o primeiro passo do CSP, no qual os alunos passam a
identificar o problema a ser resolvido. Depois da leitura do problema, pelo Aluno 07 o professor

iniciou o seguinte didlogo:
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PROFESSOR: Entdo, a regra de aposentadoria que estd valendo ... a nova reforma serd por uma
nova lei que s6 deve ser mudada depois das elei¢des (elei¢des presidenciais de 2018), mas a
regra que estd valendo para a aposentadoria € essa dai (Férmula 85/95), deixando claro que tem
alguns regimes que tém aposentadorias especiais, tipo os professores, que, com trinta anos de
trabalho em sala de aula, tém o direito de solicitar a aposentadoria. E tem outras especiais, mas
a maioria dos brasileiros sdo regidos por essa regra de aposentadoria. Para mulheres, € a idade
mais o tempo de contribui¢ao... ttm que dar 85 anos, e os homens, 95 anos, até 2018, este ano.
A partir do ano que vem, de 2019 a 2020, passa a ser 86 para as mulheres e 96 para os homens.
E vai aumentado af até 2021, e vai aumentando 87 e 97... até chegar a 2027 com mulheres, 90,
e homens, 100, caso ndo haja nenhuma outra mudanga, ok?!

ALUNO 07: Ok!

PROFESSOR: Baseado nisso, eu faco a seguinte pergunta para vocés (o professor fez a leitura
de Qg ): como podemos representar essa situacdo? O que poderiamos construir para representar
essa situacao?

ALUNO 08: Acho que pode ser um grafico.

PROFESSOR: Um grifico pode ser uma possibilidade. Que mais podiamos construir para
representar essa situacao?

ALUNOS: (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: O Aluno 08 falou do grafico, que pode representar e construir essa situagao.
Mais outra coisa que podemos ...

ALUNO 07: Uma planilha, pode também?

PROFESSOR: Uma planilha ou tabela, ndo é? Sdo a mesma coisa. Parabéns, Aluno 07! Mas
como poderiamos construir essa tabela para visualizarmos essa situagdo melhor?

ALUNOS: ... (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: De que forma voc€s iam construir a tabela? Para ir analisando essa
aposentadoria, de que forma? Iria ter o qué nessa tabela?

ALUNO 14: Iria ter o ano.

PROFESSOR: O ano?

ALUNO 07: Tempo de contribuigao.

PROFESSOR: Tempo de contribuicao! Muito bem, muito bem ... O que mais?

ALUNO 15: A idade.

ALUNO 07: O sexo.

PROFESSOR: A idade, o sexo que precisa definir, muito bem! Ok...

No didlogo anterior, verificamos que o professor tentou contextualizar o problema
apresentando alguns de seus detalhes e exemplificando com outras situagdes, apresentando uma
considerdvel mudanca positiva em relacdo a forma como conduziu a aula no terceiro encontro
do primeiro estudo empirico. Apesar da participacdo dos alunos ndo ter sido grande neste
estudo, tal fato pode estar relacionado a ruptura de contrato na apresentacdo do problema,
gerando incertezas nas respostas.

No caso do primeiro passo do CSP, podemos observar que os alunos identificaram que
tem um problema a ser resolvido, apesar de nao terem definido como resolvé-lo, iniciando o
processo de devolugao (BROUSSEAU, 1986).
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Em seguida, o professor foi ao quadro para iniciar a constru¢do da tabela e a
complementou com algumas das informacdes levantadas pelos alunos. A idade inicial de
contribuicdo, a ser colocada na tabela, foi deixada pelo professor a critério dos alunos, que
escolheram a idade de 18 anos para o caso das mulheres. O professor preencheu as quatro

primeiras linhas da tabela para exemplificar aos alunos o seu preenchimento.

Figura 101 - Tabela Construida pelo Professor no Terceiro Encontro Presencial

Fonte: préprio autor (2019)

A figura anterior representa o procedimento iniciado pelo professor em relacdo a
resposta da questdo geratriz e de suas derivadas. Ao solicitar que os seus alunos encontrassem
uma representacdo da situag@o atual (ano 2018) da aposentadoria para o caso da mulher, ele
estava relacionando esse dado a questdo @1, derivada de Q,. Em seguida, solicitou que fosse
determinada uma representac@o para os dez primeiros anos. Assim, tivemos a @ ;, que € uma
questao derivada da Q;.

O professor ndo escreveu as questdes derivadas como sdo apresentadas na nossa
proposta, mas comunicou aos alunos o caminho a seguir. Esse procedimento do professor, no
inicio do desenvolvimento da questdo geratriz, se repetiu novamente em relagdo ao primeiro
estudo. Com isso, assumiu para si a maior responsabilidade na condu¢do do PEP, dificultando

a partilha das responsabilidades com os alunos.
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E importante destacar que o PEP conduz para uma partilha de responsabilidades entre
o professor e seus alunos na resolugdo da questdo geratriz, com a finalidade de proporcionar,
de maneira equilibrada, o ensino e aprendizagem do saber em jogo (LUCAS, 2015).

Depois de alguns minutos de siléncio reservados aos célculos realizados pelos alunos,
para o preenchimento da tabela (figura 101), o Aluno 08 fez o seguinte comentario:

ALUNO 08: Pela tabela é que nds percebemos os padrdes (aparentemente surpreso), vao
aparecendo os padrdes...

PROFESSOR: E essa a ideia... € essa a ideia.... Eu quero que vocés construam aqui (o professor
apontou para a tabela construida no quadro)... Porque vamos construir aqui uma relacdo, e a
relacdo entre quem e quem, € isso que vocés irdo saber ja jd... E essa a ideia Tudo isso para

chegar em uma Funcio.

Podemos relacionar o comentédrio do Aluno 08 a possibilidade da existéncia de um
insight (SMITH, 1996), pelo fato de ele ter percebido e compreendido a existéncia de padroes
matematicos na construcdo de tabelas. O fato € confirmado pelo professor, em seguida, ao

apresentar a sua inten¢do com a construcdo da tabela. Minutos depois, os alunos preencheram

a tabela com o auxilio do professor.

Figura 102 - Preenchimento da Tabela por um dos Grupos
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Fonte: préprio autor (2019)
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Ao observarmos a tabela construida por um dos grupos (figura 102) e os didlogos
anteriores, podemos relacionar esses elementos aos quatro primeiros passos do CSP (PRETZ;
NAPLES; STERNBERG, 2003).

No caso, ocorreu a identificacdo, pelos alunos, da existéncia de um problema a ser
resolvido (passo 1), a sua representacdo através dos valores e expressdes numéricas (passo 2),
a geracdo de questdes derivadas a partir da @, iniciando uma estratégia de resolucdo (passo 3)
e o inicio da organizacdo dos dados com a intensao de articula-los.

E importante frisar, que, no momento em que os alunos concluiram o preenchimento da
tabela para os dez primeiros anos, finalizaram a questdo derivada @, ;, levando o processo do
ciclo de solugdo de problemas de volta ao inicio para responderem a @, ,, confirmando o
processo ciclico do CSP na resolucdo da questao geratriz.

Também destacamos o processo de devolucio ocasionado pela situagdo fundamental
(BROUSSEAU, 1986) gerada pelo professor, iniciando-se, assim, o processo de crescimento
das organizacdes matemadticas proporcionada pelo PEP, em uma organizacdo matemética
pontual (CHEVALLARD, 1999). Em seguida, o professor iniciou o seguinte didlogo:

PROFESSOR: Eu coloquei, pessoal, o nome “tabela para mulheres”, mas, para os homens, essa
tabela iria influenciar em alguma coisa? Essa tabela em si...

ALUNOS: (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: Se tem alguma diferencga nessa tabela que estamos chamando para as mulheres?
ALUNO 07: Se a regra ¢ mesma ou nao, né?...

PROFESSOR: Sim, se a regra ¢ mesma ou nao. Muito bem. O que vai diferenciar um do outro?
ALUNOS: E o tempo final, o tempo de contribuicio? Contribuigo...

PROFESSOR: E, muito bem, mas é.... é em relagio 4 soma, ndo é?... que esta diferenciando...
ALUNOS: E... é a soma.

PROFESSOR: Mas todo mundo concorda que, para essa tabela, ndo ha diferenca? Se € para
homens e mulheres essa tabela que estamos construindo? Porque, essa regra de somar idade e
tempo de contribui¢do pode usar para qualquer um dos dois; entdo, melhorando um pouco aqui
(o professor complementou com o nome “homens” no titulo da tabela).

ALUNO 07: Agora € s6 a soma, temos que trabalhar mais...

Observando o didlogo anterior, verificamos que o professor tenta alertar os alunos para
o fato de os valores apresentados na tabela poderem ser utilizados para mulheres e homens,
com a finalidade de construir uma expressdao que generalize uma situagdo para o caso das
mulheres e para o caso dos homens. Em seguida, o professor perguntou se podemos generalizar
esses elementos tomando por base as expressdes apresentadas na ultima coluna da tabela

(Imagem 86).
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Neste momento, o professor ressaltou ndo ser preciso preencher dezenas ou centenas
linhas na tabela para chegar a uma generalizacdo, mas que, com algumas linhas preenchidas,
pode-se tentar chegar a uma expressao genérica. Tal procedimento do professor remeteu a um
discurso tecnoldgico ligado a indu¢do matemitica; ele tentou, dessa forma, disponibilizar
ferramentas praxeoldgicas para proporcionar uma mudanga de organizacdo matemaética; no
caso, para uma organiza¢ao matematica local.

Destacamos, que, durante a discussdo para chegar as expressdes que representassem o
caso das mulheres e o caso dos homens, o professor tentou explicar de formas diferentes como
fazer isso, mas evitando apresentar a resposta diretamente e aguardando as respostas dos alunos.
Tal fato, nés o relacionamos a renegociacdo do contrato didatico estabelecido, na medida em
que tentou conduzir a compreensao do saber em jogo, sem apresentar a resposta diretamente,
ocasionando uma diminuicdo dos efeitos de contrato, principalmente do efeito topazio, de
presenca significativa no primeiro estudo empirico.

Destacamos que o professor abordou, na discussao, a ideia de constante e varidveis que
sdo elementos essenciais para a compreensdo conceitual da fung¢do. Em seguida,
institucionalizou a expressdo escrevendo no quadro: 18 + 2TC.

Para tentar concluir a construcio da expressdo, o professor perguntou aos alunos por
quanto tempo o homem e a mulher teriam que trabalhar. Para se obter essa resposta, era
necessario igualar a expressdo 18 + 2T C ao valor da soma 85, para o caso das mulheres, e 95,
para o caso dos homens, porém, até este momento da aula, os alunos ndo tinham expressado

esta igualdade. Apds alguns minutos, o professor interveio comentando:

PROFESSOR: Entdo, com quantos anos o homem ou mulher iria se aposentar? Comecando
aos 18 anos, no caso dessa expressao? E ai, Aluno 07?

ALUNO 07: ... (ficou em siléncio)

PROFESSOR: O que eu tenho que fazer? O que tenho que fazer?

ALUNO 15: 85 igual a féormula que temos que fazer, 18 + 2TC!?

PROFESSOR: Mas o que é... quero achar... qual a minha pergunta aqui? Eu quero saber qual o
tempo de contribui¢do para uma mulher se ela comecasse a trabalhar aos 18 anos? Entao, qual
a pergunta que voce precisa saber? Qual a regra dela, da mulher, a que estd valendo para 20187
Ela se aposenta quando o qué?

ALUNOS: (vérios falaram ao mesmo tempo sobre a soma da idade e da contribui¢ao)
PROFESSOR: Muito bem! O que tem que acontecer, esse resultado aqui (18 + 2TC) para
mulher tem que dar quanto?

ALUNO 08: 85...

PROFESSOR: Entdo, o que temos que fazer?

ALUNO 08: 18 + 2TC = 85
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PROFESSOR: Muito bem!!

Ao analisarmos o didlogo anterior, levantamos dois pontos. O primeiro deles diz
respeito as formas de apresentar a expressao pelos Alunos 15 e 08. O Aluno 15 apresentou a
expressdao 85 = 18 + 2TC, e o Aluno 08 apresentou a expressao 18 + 2TC = 85. As duas
formas estdo corretas matematicamente, porém o professor considerou correta apenas a
expressdao do Aluno 08, o que representou uma rigidez na resposta, por parte do professor. O
PEP tenta conduzir para uma flexibilizacdo nas respostas e nas suas representagdes, para
viabilizar uma variedade de caminhos até a R¥ (CHEVALLARD, 2009a, 2009b). O
procedimento didatico realizado pelo professor pode estar relacionado a sua formacdo, de
considerdvel influéncia em sua condugdo didética.

O segundo ponto refere-se a possibilidade da existéncia de insights de alguns alunos,
evidentes nos Alunos 15 e 08, no momento de expressarem a expressdo algébrica.
Consequentemente, o professor institucionalizou a expressao 18 + 2TC = 85 como uma
equacgdo do primeiro grau e solicitou aos os alunos que determinassem o tempo de contribuicao

para o caso dos homens e para o caso das mulheres.

Figura 103 - Determinag@o do Tempo de Contribuicido para Homens e Mulheres Desenvolvida por um dos
Grupos
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Fonte: préprio autor (2019)

A Imagem 87 apresenta a praxeologia utilizada por um dos grupos, ao determinar uma
expressdo que representa o tempo de contribuicdo para homens e para mulheres, gracas a
articulacdo de técnicas. Em seguida, o professor perguntou com qual idade a pessoa, homem
ou mulher, ird aposentar-se, tomando por base a expressdao encontrada. No caso, os alunos

encontraram 51,5, para as mulheres, e 56,5, para os homens.
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Figura 104 - Resposta de um dos Grupos Relacionada as Idades de Aposentadoria
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Fonte: préprio autor (2019)

A imagem anterior, representa a conclusdo da @, , na qual os passos do CSP podem ser
relacionados aos da praxeologia utilizada, obtendo-se os quatro primeiros passos articulados ao
passo 5. Para essa situacdo, os alunos identificaram e definiram o problema, utilizaram uma
estratégia para resolvé-lo, que, possivelmente, foi a estratégia heuristica (STERNBERG;
STERNBERG, 2017), e consequentemente, organizaram e utilizaram as técnicas disponiveis
para resolver a questdo derivada. Lembramos que os outros passos do CSP, como o 6 ¢ 7, a
nosso entender, aconteceram simultaneamente aos demais, o que dificulta a indicagcdo dos seus
momentos durante a resolu¢cdo das questdes derivadas.

Nossa andlise externa € referente a verificacdo do nosso modelo epistemoldgico de
referéncia representado pelo nosso diagrama, para o ensino da funcao e do cronograma previsto
para a aplicagdo do PEP. No caso do diagrama para o ensino de func¢do, tivemos a seguinte

progressao:
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Figura 105 - Andlise do Diagrama no Terceiro Encontro Presencial do Segundo Estudo Empirico
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Fonte: préprio autor (2019)

A figura anterior representa o caminho seguido pelos alunos no terceiro encontro
presencial do segundo estudo empirico, no desenvolvimento do PEP. Na apresentacdo da
questdo geratriz, os alunos delimitaram o seu percurso, conduzido para o campo discreto. Em
seguida, se depararam com o tipo de tarefa que leva a constru¢do do modelo numérico,
finalizando o primeiro estdgio da modelacdo matematica e iniciando o segundo estdgio. Em
relagdo ao estudo anterior, o percurso foi 0 mesmo, nao havendo qualquer diferenca. Quanto ao
cronograma de aplicagdo do PEP, o professor seguiu a alteracio realizada com base no primeiro
estudo e manteve o seu planejamento didéatico.

Ao final desse encontro, destacamos a relacio existente entre a conducdo do PEP, com
os passos do CSP, a presenca de possiveis insights, a quebra de contrato realizada pela questao
geratriz, o contrato didatico estabelecido com as suas renegociagdes, a diminui¢do da presenca
do efeito topdazio e a articulagcdo de algumas técnicas, proporcionando um inicio de mudancga de
uma organizacdo matemadtica pontual para uma local, como também de mudangas na

organizacdo didatica do professor.

5.2.6. Analise do Quarto Encontro Presencial do Segundo Estudo Empirico

O quarto encontro presencial aconteceu no dia 07 de junho e teve inicio por volta das

20h50min, no Laboratdrio de Matematica, que € localizado no mesmo prédio onde a pesquisa
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foi realizada. Participaram 7 (sete) alunos e a aula teve uma duragdo de 50 minutos. O professor
a iniciou retomando a discussao da aula anterior, relembrando as expressoes: 18 + 2TC = 85
e 18 + 2TC = 95. Em seguida, perguntou como se pode generalizar esse cdlculo para qualquer

idade inicial.

PROFESSOR: O tempo de contribui¢dao (TC), ta certo?... Para qualquer idade inicial, tanto
para homens e para mulheres, aquela generalizacdo?! A gente fez esse cdlculo aqui do TC
(apontou a expressao escrita no quadro), para uma idade inicial de 18 anos. Entdo, como é que
a gente pode construir e generalizar esse TC para uma idade qualquer? Uma idade qualquer
inicial?

ALUNO 08: Entdo ficaria I, igual dois vezes TC...

PROFESSOR: (faz um sinal de positivo com a cabega)... Posso, entdo, substituir (idade pela
letra I). Como eu quero generalizar? Como o Aluno 08 falou, eu posso chamar isso aqui, né?!
(escreveu: I + TC), mas ai eu vou igualar a quanto?

ALUNOS: (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: Igualar a quanto? Isso aqui (I + TC) seria a generalizacdo, né? Mas, como
ficaria essa generalizacdo para os homens e para as mulheres? Serd que uma tabela iria nos
ajudar? Para generalizar?

O didlogo anterior representa o inicio da questdo derivada @, 3 comegando novamente
o processo dos passos do CSP (PRETZ; NAPLES; STERNBERG, 2003). Também destacamos

o protagonismo do professor ao iniciar a resolu¢do da questdo derivada.

Esse procedimento do professor estéd relacionado a necessidade de conduzir o PEP de
acordo com o seu planejamento, para assegurar o possivel sucesso dos alunos. Tal fato é
confirmado pela dltima fala do professor no didlogo anterior, a qual indica o préximo
procedimento para resolu¢do. Em seguida, iniciou o preenchimento da tabela com vistas a uma

generalizagdo, para o caso da mulher.

PROFESSOR: Uma pessoa que comeca a trabalhar com 18 anos?

ALUNOS: ... (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: Como ficaria a nossa equagao que a gente ja conhece?

ALUNOS: ... (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: Ficaria dessa forma assim ... (preencheu um campo da tabela com 18 + 2TC =
85). Entdo, como ficaria o nosso TC, ja que vocé encontrou o tempo de contribui¢do aqui (o
professor aponta para o valor 33,5), o cdlculo que vocé fez, que representa o tempo de
contribuicao?

ALUNO 08: (tentou explicar)

PROFESSOR: Mas qual foi o tempo de contribui¢ao? 33,5. Tem que definir esse aqui, esse é
importante definir, sim ou ndo? Se € para homem ou para mulher.

ALUNO 15: Sim, pode variar?
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PROFESSOR: Por que que é importante definir nessa tabela? Aquela ali (aponta para a tabela
construida anteriormente), e essa aqui nao € por que?

ALUNO 15: Por que varia o TC?

PROFESSOR: Mas varia o TC, por qué?

ALUNO 15: Porque, para homem, vai ser 38,5 anos e, para mulher, 33,5 anos?

PROFESSOR: Mas o que € que causa essa diferenca? O que € que estd causando essa diferenca?
ALUNOS: (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: A soma nao é?! O total final aqui...

No didlogo anterior, observamos um forte protagonismo do professor na condugao
inicial da resolucdo da questdao derivada. Essa postura € verificada em cada inicio de uma
questdo, caracterizando em um contrato didético gerando o efeito topdzio. Outra questdo a ser
ressaltada € a considerdvel mudanca do professor na conducdo da aula, em relagdo ao primeiro
estudo, incentivando mais vezes os alunos a responderem as questdes relacionadas ao problema.

Na imagem seguinte, é apresentado o inicio do preenchimento da tabela pelo professor,
a determinar a técnica a ser utilizada. Em seguida, ele solicitou aos alunos preencherem as

linhas seguintes.

Figura 106 - Tabela para Mulheres Preenchida pelo Professor

Fonte: préprio autor (2019)

Destacamos que, durante o preenchimento das primeiras linhas da tabela, pelos alunos,
nao houve intervencao do professor, o que caracterizou um processo de devolucdo por parte

dos alunos, como também autonomia no processo de resolu¢do da questdo derivada. A
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interveng@o do professor no preenchimento da tabela aconteceu na ultima linha; no caso, para

. ~ 85-1
determinar a expressao TC = - -

Ressaltamos, que a intervengdo do professor foi minima, pelo fato de os alunos j4 terem
a compreensdo da estrutura de resolucdo do problema. Podemos relacionar a existéncia de
insight para alguns alunos, na medida em que eles perceberam a estrutura da expressao antes

de o professor formaliz4-la.

Figura 107 - Preenchimento da Tabela para Mulheres por um dos Grupos
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Fonte: préprio autor (2019)

Observamos, na figura 107, que os alunos associaram as técnicas disponiveis para
chegar a expressao de TC. Utilizaram as técnicas do encontro presencial anterior para chegar a
uma generalizagdo. Com esse procedimento, seguiram os passos do ciclo de solucdo de
problemas, dentre os quais destacamos o passo 3 (PRETZ; NAPLES; STERNBERG, 2003),
pelo fato de utilizarem informagdes anteriores para a resolucdo de problemas atuais, que
podemos associar ao pensamento divergente, no sentido de buscar solugdes possiveis e, em
seguida, o pensamento convergente, escolhendo a melhor op¢ao.

Consequentemente, o professor iniciou uma discussdo relacionada a varidvel
dependente e independente, conceito essencial de funcdo. Para exemplificar a situagdo, o
professor utilizou o caso do posto de gasolina, no qual € relacionando o preco do litro da

gasolina a quantidade de litros a ser abastecido. Em seguida, o professor concluiu, juntamente
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com os alunos, que o TC seria dependente de I; no caso, da idade inicial com que uma pessoa

comega a contribuir. Consequentemente, perguntou como a expressao TC ficaria para o caso
. - 951 o .
dos homens, chegando a expressdo: TC = — Na continuidade da aula, o professor solicitou

aos alunos que construissem a representacdo grafica dos valores presentes na tabela, conforme

atesta a transcri¢do abaixo:

PROFESSOR: Eu queria que vocés agora pensassem na cabecinha de voceés... e esbocassem o
gréfico. Serd que conseguiriamos esbogar o grafico de uma relacio sobre essa? Construir, fazer
um esboco do gréfico, uma construgdo?

ALUNOS: ... (siléncio)

PROFESSOR: O que foi que mostrei para voc€s que nos ajuda para esbogar o grafico?
ALUNO 09: Pegar a idade inicial ...

PROFESSOR: Pode falar, Aluno 08, estamos aqui entre amigos. Como € que podemos fazer o
esboco? O que foi que a gente comentou quando a gente falou em grafico de fun¢des? O que a
gente faz? O que a gente coloca?

ALUNO 09: Primeiro o dominio, né? E iss0? E, pode ser também? As idades?

PROFESSOR: O que tem as idades?

ALUNO 09: O I seria o dominio? O tempo de contribui¢do seria a imagem?

PROFESSOR: Voc¢ estaria definindo quem seria y e quem seria X no seu problema, né?
ALUNO 09: (Fez um sinal de positivo com a cabeca).

PROFESSOR: Muito bem! Utilizando o nosso x e y. Entdo, facam af para a gente ver.

O didlogo anterior apresenta a dificuldade dos alunos em relacionar a representagdo
algébrica de uma fun¢do com a sua representacao grafica no plano cartesiano, a dificuldade de
relacionar as diferentes representagdes (LOURENCO; OLIVEIRA, 2014). Essa é um entrave
que o nosso MER para o ensino de fun¢do tenta minimizar, buscando relacionar seus tipos
diferentes de representacdo. Apds o professor discutir sobre a possibilidade de construir uma

representacao grafica de TC, solicitou aos alunos tentarem esbocar a sua representagao.
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Figura 108 - Representacio de TC por um dos Grupos

AT'L—

Fonte: préprio autor (2019)

A figura 108 confirma a dificuldade de alguns alunos em representar graficamente a
funcio, cuja solicitada € uma reta, e ndo uma pardbola, como representada por um dos grupos.
Essa dificuldade também foi identificada no primeiro encontro do estudo empirico,
confirmando ser recorrente no estudo de funcdo. Ao percebé-la, professor dirigiu-se ao quadro,

para explicar novamente o procedimento de constru¢do do grafico.

Figura 109 - Gréfico TC para Mulheres Construido pelo Professor

Fonte: préprio autor (2019)
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O professor construiu o grifico buscando uma interacdo com a turma, sempre
perguntando se havia ddvidas antes de cada passo para a construcao do grafico. O professor
marcou no plano cartesiano um ponto de cada vez e, em seguida, ligou-os obtendo uma reta.
Em seguida, perguntou aos alunos por que a representacdo € uma reta, € ndo s 0s pontos,
iniciando uma discussdo para a ideia de continuidade de uma func¢do. Para tentar fundamentar
a explicacdo, o professor apontou a existéncia de infinitos pontos entre os pontos encontrados
inicialmente, realizando uma discussdo tecnoldgica (fung¢do continua) para fundamentar a
técnica apresentada.

Também foi abordado, na discussdo da aula, se a funcdo era crescente ou decrescente, a
partir da evolugado dos valores do eixo das abscissas. Consequentemente, o professor partiu para
a discussao do dominio e da imagem da funcao TC, perguntando aos alunos se seria facil defini-
los. Na sequéncia, o professor perguntou se se poderia iniciar com qualquer idade a
contribuicdo, questionando os alunos sobre o que aconteceria se uma mulher comecgasse a
trabalhar com 40 anos de idade, qual seria o seu tempo de contribuicdo. Depois de alguns
minutos, o Aluno 14 respondeu que era 22,5 anos, ao que o professor confirmou que o resultado
da soma € 85 anos.

O professor ressaltou que a mulher teria que ter 30 anos, no minimo, de contribui¢do
para aposentar-se, € que, no caso dos homens, 35 anos. Perguntou a turma, em seguida, se a
mulher poderia se aposentar nesta regra, obtendo a resposta negativa dos alunos. Logo depois,
o professor perguntou quanto tempo faltava para os 30 anos de contribui¢@o, obtendo a resposta
7,5 anos dos alunos, que concluiram que a mulher teria uma idade elevada para se aposentar.
Com a continuidade da discussdo, foram abordadas outras possibilidades de aposentadoria,
como as existentes antes do modelo estudado. Em seguida, o professor encerrou a aula
solicitando que os alunos tentassem determinar o dominio e a imagem da fungdo TC.

O professor, nesta situagdo, foi levado a assumir a maior responsabilidade para si, pelo
fato de os alunos ndo terem uma compreensdo da tecnoldgica que ampara a técnica, o que
dificultou a construcao do grafico, e consequentemente, a constru¢do de uma relagcdo entre as
representacOes. Apesar do esforco do professor em tentar explicar o assunto de maneiras
diferentes, buscando sempre renegociar o contrato didatico, ele ndo teve muito éxito. A
dificuldade dos alunos na construc¢io do grafico pode estar relacionada a falta da compreensao

da tecnologia da praxeologia utilizada, impossibilitando o processo de aprendizagem. Porém, a
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discussdo tecnoldgica realizada pelo professor caracteriza uma preocupacdo com a
compreensdo do conceito de fun¢do nos moldes do PEP.
Ao observarmos o desenvolvimento do dispositivo didatico, tomando por base o

diagrama para o ensino de func¢des, temos a seguinte representacao:

Figura 110 - Andlise do Quarto Encontro Presencial do Segundo Estudo Empirico
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Fonte: préprio autor (2019)

Com a constru¢cdo do modelo numérico, os alunos passaram a constru¢do do modelo
grafico, marcando os pontos no plano cartesiano. Com isso, os alunos, juntamente com o
professor, levantaram hipdteses a respeito da representacdo grafica, chegando a conclusao que
se tratava de uma func¢do afim. Em seguida, discutiram sobre o dominio e a imagem, sem definir
os seus intervalos. Logo depois, determinaram que era uma fun¢do decrescente, e construiram
a sua representacao gréafica.

Existiu uma diferenca em relagdo ao quarto encontro do primeiro estudo empirico. No

estudo anterior, os alunos chegaram a realizar o tipo de tarefa que representa a constru¢ao do
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modelo algébrico, tarefa desenvolvida no inicio desse estudo. Essa diferenca pode estar
relacionada ao desenvolvimento da apresentacdo do conceito de func¢do tratado pelo professor
nesse momento em que se iniciou a @ 3 € em se desenvolveram as suas derivadas @3, €

Q1,3 2, representando uma condug@o mais segura no desenvolvimento do PEP.

5.2.7. Anélise do Quinto Encontro Presencial do Segundo Estudo Empirico

Antes de iniciarmos a discussdo da andlise do quinto encontro presencial do segundo
estudo, destacamos mais um momento de formacao com o professor ocorrido deste encontro.
A formacao durou, em torno de, 30 minutos e se deu no local onde foi realizada a coleta de
dados de nossa pesquisa. Tratamos de rever novamente os recorridos matemadticos e a
organizacdo diddtica dos dois tultimos encontros presenciais, apresentados no decorrer das
andlises.

A aula foi realizada no dia 21 de junho de 2018 e contou com a participacdo de 8 (0ito)
alunos. O encontro teve inicio as 19h20min e teve a duragdo de 70 minutos. O professor iniciou
a aula distribuindo as Fichas-Respostas para os grupos de alunos. Em seguida, relembrou a

questdo geratriz:

PROFESSOR: Vocés lembram onde a gente parou? Nao, né?...

ALUNOS: (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: Vejam s6 ... Vocés lembram que fizemos a constru¢do do gréafico?
ALUNO 07: Foi...

PROFESSOR: Nos estdvamos... Como ficou o tempo de contribuicdo em fun¢do da idade?
. .~ . 85-1
Como ficou essa fungdo ai? (o professor foi ao quadro para escrever TC = = ).

ALUNOS: (ficaram em siléncio)
PROFESSOR: Vocg tem uma soma para mulheres, a soma € 85... O que estamos estudando?
ALUNO 07: E...

Esse procedimento didatico do professor, de relembrar, no inicio da aula, a construcao
matematica e as técnicas utilizadas, foi repetido nos encontros presenciais anteriores,
caracterizando um procedimento de revisitacao das técnicas (CHEVALLARD, 2009a, 2009b),
ponto cujo desenvolvimento o PEP destaca.

O professor relembrou a construgdo da fungdo TC e conduziu uma discussdo com 0s

alunos para relacionar o TC a uma fun¢do afim. Para auxiliar na compreensao desse percurso,
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escreveu no quadro a representacdo algébrica geral da funcdo afim: f(x) =ax+b, e
perguntou se TC era uma fun¢@o afim, mas os alunos ficam em siléncio. Consequentemente, o
professor destacou, na sua fala, as relacdes das grandezas e a existéncia da dependéncia de uma
fungdo, buscando relacionar os coeficientes da fungio f(x) com o TC.

Por causa do siléncio dos alunos, o professor complementou a sua explicacdo com outros
exemplos mais simples para que os alunos compreendessem o TC como uma funcdo afim e a
relacdo entre as grandezas existentes na funcdo.

O professor objetivou, com isso, preparar os alunos com um aporte de técnicas e de
tecnologia para a resolug@o da questdo derivada @ 3 »; no caso, para determinar o dominio e a
imagem do TC. Em seguida, o professor construiu o grafico da fun¢do TC e apresenou o estudo

do sinal.

Figura 111 - Construcdo da Expressdao TC pelo Professor no Segundo Estudo Empirico

Fonte: préprio autor (2019)

301



Até o momento da aula, os alunos ndo estavam participando da discussao proposta pelo
professor, ndo estavam conseguindo relacionar o grafico por ele construido aos elementos que
fazem parte do dominio e da imagem de TC. Destacamos dois pontos sobre o siléncio dos
discentes e que estdo relacionados entre si: o primeiro, pode estar ligado ao nado
desenvolvimento do processo de devolucdo por parte desses alunos, impedindo que o ciclo de
solucdo de problemas se desenvolvesse até esse momento; o segundo estd relacionado a nao
identificacdo de possiveis insights, o que pode estar ligado a falta de conhecimento tecnolégico
do alunos.

Em seguida, o professor apresentou aos alunos as condi¢des minimas de aposentadoria,
relembrando que a mulher tem que ter 30 anos de contribuicao, como também a idade méxima
com que a mulher deve comecar a contribuir para que nao necessite complementar o seu tempo
de contribui¢cdo. Mas, depois de alguns minutos, os alunos continuaram sem conseguir
desenvolver a questdo derivada @ 3,; no caso, ndo estavam conseguindo representar as
informag¢des numéricas em termos de grafico nem conseguiam articular as técnicas disponiveis,
pela falta de compreensdo tecnoldgica. Consequentemente, o professor escreveu no quadro os
valores do dominio e da imagem da funcdo TC, solicitando aos alunos a construcao do grafico

TC com as novas informacdes.

Figura 112 - Dominio e Imagem da Func¢ido TC Apresentada pelo Professor

Fonte: préprio autor (2019)
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Durante a constru¢do de TC por parte dos alunos, o professor ressaltou, em sua fala, a
importancia de estudar os valores do dominio de uma fungdo por se tratar de valores reais que
determinam o contexto numérico estudado, como também os valores representados pela
imagem da funcdo estudada. Depois de alguns minutos, o Aluno 15 fez a seguinte pergunta ao

professor:

ALUNO 15: E bolinha fechada, nio é, professor? Bolinha fichada na extremidade.
PROFESSOR: Olha ai, rapaz ... Por qué?

ALUNO 15: E o dominio, é o limite!

PROFESSOR: E esse dado faz parte do problema?

ALUNOS: (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: O Aluno 15 perguntou: professor, quando for representar, coloco bolinha
fechada, né? O que € bolinha fechada? O que € bolinha aberta? Lembram?

ALUNOS: (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: Hum? Bolinha fechada e bolinha aberta no grafico. Quem pode responder?
ALUNO 07: Esqueci.

PROFESSOR: Esqueceu? Bolinha fechada significa que aquele valor faz parte de nosso
intervalo. Vocé comeca a trabalhar aos 18 anos, ndo é?! Entdo, 18 anos faz parte do meu
intervalo. Voc€ comeca a trabalhar, entio 18 faz parte. Agora, se falasse que s6 pode trabalhar
depois dos 18 anos, no caso, 18 anos e um dia vocé comeca a trabalhar. Entdo, o 18 ndo fazia
parte do meu problema. Entdo, a desigualdade aqui passaria a ser menor € ndo menor igual, e,
quando fosse representar graficamente, essa bolinha que liga seria aberta (o professor apontou
para o grafico construido no quadro), seria uma bolinha desse jeito assim (o professor se dirigiu
ao quadro). Se vocé fosse relacionar o 18 ao 33,5, a bolinha ficaria assim, aberta. Isso significa:
quem for ler o seu grafico, que esse valor aqui (o professor apontou para o valor 18 no eixo das
abscissas). Ele é apenas um limite para o seu problema, mas ele ndo estd dentro do seu
problema. Mas o nosso, aqui, o cara pode trabalhar aos 18 anos. Entdo, ele faz parte, a bolinha
¢ fechada, que significa que esse valor estd dentro do seu dominio.

Observando o trecho do didlogo anterior, entre o Aluno 15 e o professor, podemos
destacar trés pontos: o primeiro, estéd relacionado a existéncia de um possivel insight pelo Aluno
15, pelo fato de ele ter percebido que os extremos do intervalo do dominio da fun¢ido TC devem
ser fechados, compreendendo que estd relacionado ao limite da funcdo TC; o segundo diz
respeito a discussdo tecnoldgica realizada pelo professor, ao buscar fundamentar a técnica
utilizada para determinar o intervalo do dominio da fun¢do TC, o que € uma indicacdo de que
o PEP leva o professor a realizar uma discussao tecnolégica com seus alunos no momento da
utilizag¢do da técnica; o terceiro se refere ao contrato didético estabelecido neste momento da
aula, no qual o professor tem uma proximidade com o saber em jogo, ocasionado pela falta de

conhecimento tecnoldgico por parte dos alunos.
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Logo apds, o professor iniciou uma discussdo relacionada ao tempo complementar de
contribuicdo, relacionado aos casos das mulheres que chegam a soma de 85 anos, mas ndo
possuem os 30 anos de contribuicao minima. Ao introduzir rapidamente uma nova questao, que
€ a questdo derivada Qq33, 0 professor ndo aguardou a resolucdo por parte dos alunos da
questdo anterior. Entendemos essa atitude como resultante da influéncia das normas da
instituicao em relagdo ao tempo da aula, alterando a sua organizacio didética. Até o momento
desse encontro presencial, observamos que a maioria dos alunos evoluiram apenas nos dois
primeiros passos do CSP, pelo fato de terem identificado e definido o problema. E dificuldade
no processo de aprendizagem pode estar relacionado ao fato de o processo de devolucdo nao
ter se iniciado para todos os alunos, ocasionando um obstaculo para que atinjam o terceiro passo
do CSP.

Para auxiliar na resposta da questdo derivada Q4 3 3, 0 professor utilizou uma tabela para
chegar a expressao de anos complementares (AC). O professor levantou os casos em que seria
necessdrio utilizar o tempo de anos complementares no calculo da aposentadoria para iniciar o
preenchimento das linhas da tabela, como também destacou que as fungdes TC e AC tém a
grandeza idade (I) como valor dependente, buscando ressaltar esse fato na discussdo.
Consequentemente, os alunos construiram a tabela de anos complementares com o auxilio do

professor, que interveio em varios momentos.

Figura 113 - Tabela AC Construida por um dos Grupos
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Fonte: préprio autor (2019)
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Ao tentarem, juntamente com o professor, determinar a funcdo AC, os alunos
articularam técnicas e fungdes ja conhecidas. S6 assim prosseguiram com uma nova funcgdo.
Com esse procedimento, partiram de uma organizacdo matemdtica pontual para uma
organizacdo matemdtica local, caracterizando a complexidade crescente das organizacdes

matemadticas proposta pelo PEP (LUCAS, 2015).

Em seguida, o professor solicitou para os alunos que representassem o dominio e a
imagem da fun¢do AC. Durante este momento, o professor discutiu sobre a idade minima e
méaxima do dominio de AC, destacando que existe uma idade médxima para se aposentar; no
caso, de 75 anos. Depois o professor representou no quadro o dominio e a imagem da func¢do

AC, e solicitou aos alunos terminarem a construcio de AC.

Figura 114 - Representacdo do Dominio e da Imagem de AC pelo Professor

Fonte: préprio autor (2019)

Durante a construg@o do grafico AC, por parte do professor, foi retomada a discussio
tecnoldgica relacionada ao intervalo de uma funcio, como também, se a funcdo € crescente ou

decrescente, comparando-a com a funcdo TC. O protagonismo do professor, durante esse
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encontro, pode estar relacionado a falta de compreensdo tecnoldgica por parte dos alunos; isso
fez com que a partilha da responsabilidade, na resolucdo da questdo derivada, se concentrasse

no professor.

Figura 115 - Grafico AC Construido por um dos Grupos

Ao observar os registros dos alunos, verificamos que apenas um grupo conseguiu
construir o grafico AC, representado pela imagem 99. No grafico, existem erros conceituais,
como, por exemplo, ndo ter sido limitada a continuidade da reta até o valor da abscissa 75. Tal
fato representa uma ndo compreensdo dos conceitos abordados, ocasionando em uma ndo
aprendizagem que pode ser relacionada a falta da identificacdo dos passos do CSP no processo
de resolucdo desta questdo derivada, e ocasionada, também, pela ndo ocorréncia de insights em
alguns alunos.

Ao observarmos a evolu¢do do nosso MER até esse encontro, tivemos o seguinte

percurso:
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Figura 116 - Percurso do nosso MER em relaciao ao Encontro Presencial
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Fonte: préprio autor (2019)

Ao observarmos a figura anterior, vemos que os termos do dominio e da imagem da
funcdo TC voltaram a ser discutidos, mas, com a defini¢do dos valores minimos e maximos,
seguidamente, foi utilizado o modelo algébrico continuo na interpretacdao dos resultados. No
caso da funcdo AC, o seu percurso foi 0 mesmo do TC, necessitando nosso MER de mais uma
alteracdo: no caso, partir da identificacdo do dominio e da imagem para a utilizacdo do modelo
algébrico f(x) continuo. Nosso cronograma segue a proposta do professor, tomando por base
o primeiro estudo empirico. Em seguida, analisaremos o ultimo encontro presencial deste

segundo estudo empirico.

5.2.8. Analise do Sexto Encontro Presencial do Segundo Estudo Empirico

O sexto encontro presencial aconteceu no dia 05 de julho de 2018, as 20h55min, com
uma duracdo de 70 minutos. Teve a participagdo de 6 (seis) alunos e foi realizada no Laboratério
de Matematica por ele dispor de computadores com o software GeoGebra. Antes de o professor
dar inicio a sua aula, foram relembrados aos alunos os principais comandos do GeoGebra,
principalmente os comandos relacionados a construcao de graficos e a relagdo da representacao
algébrica com a geométrica.

O professor retomou as fun¢des TC e AC, os seus dominios e as suas imagens, as idades
minimas e maximas de TC, qual funcdo cresce ou decresce, e as suas finalidades. Ele tentou,

nesse processo de discussdo inicial, envolver os alunos com perguntas relacionadas as
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informacdes adquiridas nos encontros anteriores. Em seguida, o professor seguiu para o quadro

e registrou as informacdes discutidas e apresentadas:

Figura 117 - Registro do Professor das Fungées TC e AC

Fonte: préprio autor (2019)

As informagdes das fungdes TC e AC, registradas pelo professor, no quadro, foram um
procedimento didético utilizado tanto para dar inicio como para dar continuidade a aula, porque
os alunos ndo estavam participando dela e ndo respondiam as perguntas do professor. Nesta
ocasido, pudemos registrar uma dificuldade, que pode ser gerada na aplicagdo do PEP caso os
encontros tenham uma distancia de vérios dias de um para o outro.

Em seguida, o professor tentou relacionar, juntamente com os alunos a expressao y =
ax + b as funcdes TC e AC, porém o professor finalizou a relagio conceitual sem a participacdo
dos alunos. Ao analisarmos esse procedimento do professor, repetido em varios momentos,
observamos que, quanto maior a falta de compreensdo tecnolégica dos alunos, maior € a
participacdo do professor no processo de aplicacdo do PEP, reservando-se a este a maior parte

da responsabilidade.
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O PEP tem a intengdo de conduzir no seu processo de busca da resposta R¥, uma
partilha de responsabilidade entre o professor e os alunos de forma equilibrada (RODRIGUEZ;
BOSCH; GASCON, 2007), sendo um dos desafios do dispositivo proporcionar esse equilibrio
de maneira constante. O procedimento do professor em pauta, de relembrar, juntamente com os

alunos, as técnicas e tecnologias ja construidas teve a finalidade de introduzir a questao derivada

Q:

Q2: Como podemos representar as situacdes para os anos seguintes, sabendo que a soma idade
(I) mais tempo de contribui¢do (TC) muda a cada dois anos?

Essa questdo derivada iniciou a segunda parte da questdo geratriz, que era encontrar
uma representacao para os anos seguintes; no caso, apds 2018, para os casos de TC e AC. O
professor entregou aos alunos uma folha que continha a questdo derivada @,, também foi
utilizada para registrar as suas respostas. Em seguida, o professor solicitou aos alunos que
refletissem sobre a questdo, e, consequentemente, foi ao quadro e apresentou uma tabela para

auxiliar na resposta dos alunos.

Figura 118 - Tabela Iniciada pelo Professor de TC e AC no caso das Mulheres

Fonte: préprio autor (2019)
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Com a apresentagdo da tabela pelo professor, ele determinou o percurso matematico a
ser conduzido, na procura da resposta de Q,, sem ser constestado pelos alunos se poderia existir
outra forma de resolver, o que caracterizou uma dependéncia dos alunos em relacdo ao
professor. Ressaltamos que este, em varios momentos deste encontro presencial e dos
anteriores, tentou estabelecer a dialética pergunta e resposta (CHEVALLARD, 2007, 2009a),
mas, na maioria dos momentos, ndo conseguiu ter respostas para as suas perguntas. O trecho

do didlogo seguinte representa essa situacao:

PROFESSOR: Questao 2 aqui, € para a gente preencher (o professor apontou para a tabela),
pergunta o vai acontecer... né?! Que ele diz (fez a leitura de @), para a situacdo seguinte: o 19
e 20, o TC com AC aqui? Como ficaria?

ALUNOS: (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: O que é que mudaria nessa linha (se referindo a segunda linha da tabela)?
ALUNOS: (ficaram em siléncio)

PROFESSOR: E ai, Aluno 08?

ALUNO 08: A soma das... (inaudivel)

PROFESSOR: Ah?... diga isso!

ALUNO 08: A soma das idades mais o tempo, contribuicdo de tempo.

PROFESSOR: E, mas de quanto? De quanto?

ALUNO 13: De dois...

PROFESSOR: De dois! (ficou surpreso). Nao, o que estd dizendo ai na regra? Dé uma olhada
na regra.

Em seguida, o professor solicitou que os alunos preenchessem as outras linhas da tabela,
destacando que os dominios de cada fun¢do representada na tabela terdo uma modificacdo pela
mudanca dos anos representados. A figura seguinte representa o registro de um dos grupos de

alunos:
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Figura 119 - Tabela Iniciada pelo Professor de TC e AC no caso das Mulheres

Fonte: préprio autor (2019)

Ao observarmos as praxeologias utilizadas pelos alunos com o auxilio do professor,
notamos a articulacdo de técnicas variadas, ocasionando o principio de mudang¢a de uma
organizacdo matemdtica local para uma organizagdo matemadtica regional, fato relacionado a
constru¢do de familias de fun¢des de TC e AC.

Em relacdo ao CSP, observamos que os passos desenvolvidos pelos alunos tiveram uma
influéncia predominante do professor; os alunos repetiram o método utilizado por ele para
determinar as outras fun¢des. Relacionamos a estratégia por eles usada ao método algoritmico
(STERNBERG; STERNBERG, 2017), tomando por base a repeti¢cao do processo de resolucao
de um problema anterior e seguindo um processo linear de resolu¢do. Em seguida, o professor
solicitou aos alunos que representassem as familias de fungdes com o auxilio do GeoGebra.

Ao analisarmos os dados referentes ao desenvolvimento da constru¢do dos graficos que
representam a familia de fun¢des com base no GeoGebra, os alunos iniciaram a construc¢ao da
familia de funcdes do TC. Inicialmente, tiveram dificuldades no manuseio dos comandos desse
sotfware, mas, poucos minutos depois, esses problemas ndo foram mais observados. Existiram

discussodes relacionadas aos graficos do TC entre os alunos dos grupos, como também entre os
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grupos. Durante essa constru¢do grifica, o professor interagiu e auxiliou os alunos em
determinados momentos, como, por exemplo, no cuidado ao determinar os intervalos dos
dominios das fungdes e ao levantar o questionamento por que as retas ndo ficaram umas sobre

as outras.

Figura 120 - Familia da Fungdo TC Construida por um dos Grupos
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Fonte: préprio autor (2019)

A figura anterior representa a constru¢do da familia de fun¢des de TC por um dos
grupos. Observamos que, ao definir o intervalo do dominio, os alunos colocaram outro
intervalo, de 42,5 < x < 85, iniciando a primeira funcéo, intervalo que era para ser de 18 <
x < 25. Tal equivoco pode estar relacionado a falta de compreensao tecnoldgica, necessitando
de uma atenc¢do maior na compreensao do papel do dominio de uma fung¢do, nao se limitando
apenas a sua construcao grafica.

O PEP proposto, que foi fundamentado no nosso MER para o ensino de fungdes,
ressaltou um estudo detalhado da funcdo e de seus elementos conceituais; porém, verificamos
a necessidade de uma continuidade das discussdes tecnoldgicas no ensino de outras fungdes
para que o aluno tenha uma compreensdo de representacdes diferentes e, a0 mesmo tempo,
consiga consolidar os conceitos. Destacamos que os alunos nao realizaram a constru¢ao da

familia de fun¢des de AC, devido ao encerramento da aula pelo professor.
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Em nossa andlise externa desse encontro presencial, apresentaremos, a seguir, o
percurso realizado pelos alunos, com base no nosso diagrama de ensino de funcdes, que esta

representado na figura seguinte:

Figura 121 - Percurso dos Grupos durante o Sexto Encontro Presencial do Segundo Estudo Empirico
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Fonte: préprio autor (2019)

O professor, ao iniciar a discussao relembrando os resultados do encontro anterior, fez
com que os alunos formulassem novas hipdteses com a inten¢do de iniciar o processo de
resolucao da Q,. Com isso, o processo reiniciou-se com os modelos funcionais do TC e do AC.
Foi realizado um estudo detalhado do dominio e da imagem, se crescentes ou decrescentes, dos
termos da func¢do, e, em seguida, iniciou-se a constru¢do de suas familias; no caso, apenas do
TC, com a utilizacdo do seu modelo algébrico continuo para a interpretacao dos resultados. O
processo de encontrar uma resposta de @, passou pelos quatro estdgios de modelagdo funcional
do esquema e seguiu 0 mesmo percurso do primeiro estudo empirico. No caso do cronograma,

este permaneceu sem alteracdo em relag@o ao estudo anterior.

313



5.2.9. Analise Preliminar do Segundo Estudo Empirico

Durante a andlise deste segundo estudo empirico, alguns pontos relacionados ao
desenvolvimento do PEP foram analisados com mais elementos. Tivemos uma compreensao
melhor do processo de ensino e aprendizagem do conceito de funcdo, como também da
influéncia do dispositivo didatico na formagao do professor.

Ao observarmos o desenvolvimento do PEP, verificamos que este propde um
crescimento das organizagdes matematicas, de modo que a sua complexidade seja crescente,
partindo de uma organizacdo matemadtica pontual para uma organiza¢do matemadtica local, e,
consequentemente, para uma organizacao matemadtica regional.

No primeiro estudo empirico, identificamos que o desenvolvimento do PEP atingiu uma
organizacdo matemadtica regional, tal qual ocorreu no segundo estudo. As técnicas utilizadas
pelos alunos nao se diferenciaram das usadas no primeiro estudo empirico, caracterizando uma
conducdo conforme a proposta dos recorridos matemdticos. Porém, a repeti¢cdo, pelos alunos,
de técnicas apresentadas pelo professor foi identificada em muitos momentos dos encontros
presenciais, o que caracteriza uma limitacdo, por parte desses discentes, ocasionada por sua
falta de conhecimento tecnoldgico das técnicas utilizadas.

Alguns contratos didéticos foram estabelecidos gracas a proximidade do professor em
relacdo ao saber, ocorrendo um efeito topdzio em muitas situa¢des durante os encontros. Porém,
em alguns momentos, o contrato foi renegociado pelo professor e isso gerou uma discussao
maior sobre o saber em jogo. E importante destacar que, em alguns momentos, o processo de
devolucao foi observado nos alunos, o que promoveu uma outra configuragdo do contrato
didético por parte do professor, sem ocorréncia do efeito topézio.

Embora tenhamos analisado a evolu¢cdo do PEP sob a luz do ciclo de solucdo de
problemas proposto pela Psicologia Cognitiva, lancamos mao de mais elementos para avaliar a
possivel aprendizagem que o dispositivo diddtico proporcionou em relagdo ao conceito de
funcdo. Verificamos que os passos do CSP foram desenvolvidos na resolucdo da questdo
geratriz, juntamente com a identifica¢do de alguns insights. No caso das questdes derivadas, os
passos da CSP se repetiram para cada questdo desenvolvida pelos alunos, caracterizando a
repeti¢do dos passos. Observamos que, a partir do quinto encontro presencial, no qual havia as
questdes derivadas Q133 € @, , 0s passos do CSP concluiram-se com dificuldade, dada a

existéncia de obstdculos na passagem do passo 2 para o 3. Essa dificuldade pode estar
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relacionada ao processo de devolucdo, e foi ocasionada pela falta de compreensao tecnolédgica
quando foram utilizadas as técnicas, mas que foi superada, em alguns momentos, pelo
protagonismo do professor. Assim, a partilha de responsabilidade na resolucdo da questdo
geratriz ndo foi equilibrada.

Outra questdo relacionada a possivel aprendizagem do PEP foi a identificagdo de
possiveis insights, o que nos levou a entender que o PEP proporciona uma aprendizagem
durante a sua aplica¢do. Porém, em alguns momentos, os insights e os passos do CSP nio foram
identificados, ocasionando uma possivel falta de aprendizagem.

Em relacdo a influéncia do dispositivo na formacdo do professor, foi observada uma
mudanca gradual nas suas praxeologias; houve uma maior discussdo do saber em jogo,
evidenciada na dialética “pergunta e resposta” (FONSECA; CASAS; BOSCH; GASCON,
2009), com uma diminui¢do do efeito topazio, muito presente anteriormente. Também ocorreu
uma maior autonomia no planejamento e na conduc¢ao das aulas.

Outro elemento positivo, neste momento, foi a utilizacdo pelos alunos do software
GeoGebra, para construirem as familias das fungdes TC e AC, com uma andlise de
representacOes diferentes de uma fung¢do. No caso do nosso diagrama do MER, foi possivel
verificar a sua conformidade com o ensino de fun¢do, existindo uma alteracdo a ser realizada.

Portanto, a andlise do segundo estudo foi importante para verificar uma segunda
aplicacdo do PEP, com o suporte de outros elementos tedricos que complementaram as nossas

conclusdes, a fim de atingirmos nossos objetivos.
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Consideracoes Finais e Questoes Abertas

Ao chegarmos neste ponto do nosso trabalho, entendemos ter alcangado um momento
de organizacdo de ideias para refletir sobre o que foi realizado, com a intencdo de apresentar as
pecas desse quebra-cabeca e defender as suas conexdes, as quais formam uma pequena parte
de uma imagem bem maior: as discussdes concernentes a Diddtica da Matemética.
Apresentaremos, a seguir, as nossas consideragdes finais, com os resultados de nossas
observagdes e andlises durante a nossa trajetéria de pesquisa, e, consequentemente, as questdes
abertas surgidas durante a nossa caminhada e que fardo parte de um rol de direcdes a serem
exploradas em um momento futuro.

A nossa pesquisa buscou identificar as restricdes e as condicdes para o processo de
ensino e aprendizagem do PEP ao abordar o conceito de fun¢do em uma disciplina de
Matemitica Bésica da licenciatura em Matemadtica, como também, paralelamente, buscamos
observar quais influéncias o PEP exerce na formacdo do professor da disciplina. Nesse sentido,
levantamos as seguintes hipéteses: a primeira hipotese (Hi) estd relacionada as praxeologias
atuais dos professores no processo de ensino e aprendizagem do conceito de fun¢do, as quais
nao sdo compativeis com as praxeologias presentes no PEP; a segunda hipétese (Hz) nos leva a
entender que, ao aplicarmos o PEP, existirdo rupturas que poderdo ocasionar novos contratos
didaticos, como também renegociacdes de contrato; a terceira hipétese (Hz) considera que o
PEP, na medida em que € um dispositivo didético de ensino de conceitos matematicos, promove
igualmente a aprendizagem; por ultimo, a quarta hipétese (Hs4) reconhece que o PEP tem
influéncia nas mudancgas praxeoldgicas do professor de uma disciplina de Matemadtica Bdsica,
constituindo-se em um dos instrumento para a formacao de professores.

Para responder a pergunta e confirmar ou ndo a nossas hipéteses, buscamos um aporte
tedrico que pudesse nos apresentar uma visdo minima do sistema didético estabelecido no
momento de uma aula de Matematica, para os futuros professores em formacgao. Neste caso,
utilizamos a Teoria Antropolégica do Didatico (TAD), a nocao do Contrato Didético (CD) e o
Ciclo de Solugdo de Problemas (CSP).

A TAD (CHEVALLARD, 1996, 1997, 1999, 2001, 2002, 2004, 2006, 2007 2009a,
2009b, 2012) foi a principal base tedrica de nossa pesquisa. Além dos seus elementos tedricos,
observamos, com maior énfase, as organizagdes matemdticas articuladas e utilizadas pelo

professor e seus alunos, como também o crescimento da complexidade das OMs durante a
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aplicacdo do PEP, o qual teve um papel principal nas andlises relacionadas ao ensino e nas
influéncias na formagdo do professor da disciplina. Para auxiliar estas anélises, foram utilizados
os elementos tedricos do CD (1986, 1996, 2008) e foram observados os contratos estabelecidos,
os seus efeitos, as renegociagdes e as rupturas ocorridas durante o desenvolvimento do PEP. Na
questdo de aprendizagem do conceito de funcdo, o CSP (PRETZ; NAPLES; STERNBERG,
2003; STERNBER; STERNBERG, 2017) nos auxiliou com sua analise do desenvolvimento
dos sete passos e com os possiveis insights (SMITH, 1996; DAVIDSON, 2003; STERNBERG;
STERNBERG, 2017). Diante das teorias utilizadas para responder a pergunta da nossa
pesquisa, tivemos o seguinte objetivo geral: analisar os contratos diddticos estabelecidos,
alguns elementos cognitivos e as organizacdes praxeoldgicas construidas e/ou reconstruidas
numa aplicag¢do do Percurso de Estudo e Pesquisa na disciplina Fun¢des I, da licenciatura em
Matemitica, no processo de compreensdo e aplicacao do conceito de fungdo.

Na conducdo de nossos trabalhos dividimos esta tese em cinco capitulos, de modo que
as discussoes apresentadas promovessem as articulagdes das ideias, constituindo um corpo de
uma discussdo mais ampla. Discutimos, inicialmente, sobre a formacdo do professor de
Matemitica no Brasil, partido das primeiras aulas desta disciplina ministradas nas institui¢oes
militares e técnicas (engenharias), até a formacdo das licenciaturas em Matemadtica. A
apresentacdo deste percurso € importante para nortear, de modo geral, quais influéncias o
professor de matemdtica recebe na sua formacdo inicial e continuada, que é refletida no
processo de ensino dos conceitos matematicos. Com isso, tentamos caracterizar o paradigma
predominante na formacgdo do professor de Matematica no Brasil, com a inten¢do de apresentar
como alternativa o paradigma do questionamento do mundo fundamentado na TAD
(CHEVALLARD, 2009a, 2009b).

No segundo capitulo, buscamos apresentar nossas discussdes dos principais elementos
tedricos que fazem parte da Teoria Antropoldgica do Didatico, da no¢do do Contrato Didético
e do Ciclo de Solu¢do de Problemas, fundamentos da nossa pesquisa. Nem todos esses aportes
tedricos foram utilizados em nossas andlises, mas suas estruturas conceituais sdo importantes
para a compreensdo do leitor. Também buscamos relacionar alguns desses elementos tedricos
entre si, para criarmos uma base de analise fundamentada.

No capitulo seguinte, abordamos a construcdo de nossa proposta do Modelo
Epistemoldgico de Referéncia para o ensino de func¢des na Licenciatura em Matemadtica. O

nosso MER foi construido de forma provisdria, no sentido de que pode sofrer alteragdes no
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decorrer dos percursos de estudos e pesquisa. Lembramos que o nosso modelo foi testado para
o conceito de funcdo e de fungdo afim, necessitando de outras aplicacdes para verificarmos a
viabilidade de outras func¢des bdsicas, como, por exemplo, as fun¢des quadraticas, as fungdes
exponenciais e as fungdes logaritmicas.

No capitulo seguinte, apresentamos a nossa proposta metodoldgica, definindo a nossa
abordagem de pesquisa, o local e os sujeitos, os instrumentos, a proposta do percurso
matematico, a descri¢do do PEP por nés aplicado e os instrumentos de andlise utilizados. Ao
definirmos a nossa condug¢do metodolégica, escolhemos um caminho a ser seguido, para
buscarmos alcangar os nossos objetivos, e, principalmente, para articular os elementos tedricos
presentes nos capitulos anteriores em uma andlise com fundamentos tedricos.

No quinto capitulo, apresentamos as nossas andlises, construidas com base nos
elementos tedricos da TAD, do CD e do CSP, complementadas pelo nosso modelo
epistemoldgico de referéncia. As andlises tiveram o papel de verificar as nossas hipéteses, de
validar o processo de adequagdo do nosso MER para o ensino de funcdo e de levantar novos
questionamentos. Com a elaboracdo desses capitulos, pudemos elencar elementos para
concluirmos sobre as nossas hipdteses de pesquisa e responder a nossa pergunta. Em seguida,

apresentaremos os resultados de cada hipétese:

Primeira Hipotese (H1):

Ao identificarmos e analisarmos o modelo epistemoldgico dominante presente na
formacdo do professor, no ensino do conceito de fungdo, tivemos uma visdo geral das
praxeologias utilizadas pelos docentes de Matemaética. O processo de identificagdo iniciou-se a
partir dos elementos presentes na formacdo do professor de Matemadtica apresentados no
primeiro capitulo, sendo esta formagdo imersa em um paradigma escolar de inventério de
saberes. No caso do PEP, a sua aplicacdo estd conduzida por um aumento crescente da
dificuldade das organizacdes matemadticas, ocasionando praxeologias que tém uma base no
paradigma escolar do questionamento do mundo (CHEVALLARD, 2012). Portanto, a nossa
primeira hip6tese € confirmada na medida em que temos bases praxeoldgicas diferentes geradas
por paradigmas escolares diferentes.

O percurso de estudo e pesquisa promove a utilizagdo e articulacdo de técnicas, fazendo
com que o professor e seus alunos os justifiquem com uma discussao tecnolégica fundamentada

por uma teoria. No caso da aplicac@o do conceito de funcdo, observamos o dispositivo didético
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proporcionar: uma discussdo do campo discreto para o campo continuo, mobilizando uma
discussdo tecnoldgica entre alunos e professores; as diferentes formas de representar uma
funcdo, assim como as suas relagdes existentes; a articulacdo de técnicas, proporcionando
mudangas nas organizacdes matematicas; e a compreensao da relacdo entre duas grandezas.
Destacamos, também, que, durante a aplicacdo do PEP, foram observados alguns
problemas ocasionados pela falta de conhecimento tecnoldgico, por parte dos alunos. Estes
problemas foram identificados em alguns momentos e geraram uma maior responsabilidade na
condugdo do dispositivo para o professor. Sobre este fato, destacamos: o siléncio dos alunos ao
serem questionados sobre pontos conceituais do conceito de funcdo; a repeti¢do excessiva das
técnicas apresentadas pelo professor, fazendo com que os alunos escrevessem novamente as

técnicas apresentadas pelo professor.

Segunda Hipdtese (Hz2):

Durante a aplicacdo do PEP, os contratos didéticos, as renegociagdes, os seus efeitos e
as suas rupturas de contrato eram esperadas. Portanto, a apresentacdo tedrica dos elementos que
constituem a nocdo de Contrato Didatico foi necessdria em nosso trabalho. Discutimos sua
defini¢do apresentada por Brousseau (1986), as suas renegociacdes, que podem gerar os seus
possiveis efeitos, como também as possiveis rupturas de contrato, que proporcionaram
elementos para verificar esta hip6tese.

Logo de inicio, no desenvolvimento do PEP, com a apresentagdo da Questao Geratriz,
tivemos uma quebra de contrato, pelo fato de a estrutura da questdo ser diferente da esperada
pelos alunos; a Questdao Geratriz € uma questdo ndo definida (STERNBERG; STERNBERG,
2017), nao apresentando de imediato o procedimento de resolucdo e fazendo com que os alunos
tenham que articular conhecimentos anteriores, a fim de propor uma resolucao.

Durante o percurso de estudo e pesquisa realizado pelos alunos, tivemos alguns
contratos estabelecidos que variavam de acordo com a proximidade do professor em relacio ao
saber em jogo; no caso, o conceito de funcdo, ocasionando renegociagdes por parte do
professor, com a finalidade de manter os alunos no jogo didético. Porém, em alguns desses
momentos, foram gerados efeitos de contrato, nos quais destacamos o efeito topdzio, presente
em varios momentos da aplicagdo do dispositivo diddtico. A identificacdo do efeito topédzio
tornou-se importante em nossas andlises e serviu de parametro para identificar a evolugao dos

alunos durante a aplicacdo do PEP, cuja diminuicdo de frequéncia identificamos durante as
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secdes presenciais, caracterizando uma autonomia por parte dos alunos e uma mudanga de
postura pelo professor, na sua condugdo didatica.

Durante a aplicacdo do PEP, tivemos a identificagcao da ruptura de contrato no seu inicio,
por parte dos alunos. No momento da apresentacdo da Questdo Geratriz, a proximidade do
professor com o saber em jogo tornou-se evidente, ocasionada, possivelmente, pela falta de uma
discussdo tecnolégica por parte dos alunos, quando o professor promoveu algumas
renegociagdes, gerando, em alguns momentos, o efeito topdzio. Contudo, existe uma ruptura
de contrato na aplica¢do do PEP, o que deu surgimento a novos contratos diddticos em situagdes
didéticas que levam a renegociacdes em vdrios momentos, necessitando o professor de uma
mudanca e de uma adequacdo de postura na conducdo do dispositivo, pelo fato de o PEP
proporcionar situacdes didaticas ndo conhecidas pelos atores que fazem parte do jogo didético.

Ao observarmos o PEP sob a luz de alguns elementos do Contrato Didético, vemos que
o professor tem um papel central na conducgao do dispositivo didatico, € o principal responsavel
pelo desenvolvimento de situagdes fundamentais que gerem devolucdes (BROUSSEAU, 1986)
durante varios momentos da situacdo didatica gerada; caso contrario, o desenvolvimento do
PEP encontrara dificuldades.

Destacamos que a situacdo fundamental (BROUSSEAU, 1986) ndo foi aprofundada em
nossa pesquisa, como também, pouco discutida em nossas andlises, porém, é um ponto
importante a ser estudado na aplicacdo do PEP por trazer mais elementos de andlise em sua
aplicacdo. Apesar de ndo relacionarmos de forma ampla e profunda a situacdo fundamental,
optamos em apresentar em nossa fundamentacdo tedrica as possiveis relagdes existentes entre
o ciclo de solucdes de problemas e a TAD, por entender a sua importancia nas discussdes
iniciais e futuras. Apesar dessa superficialidade na utilizacdo da situacdo fundamental,

ressaltamos que ndo interferiu na conclusdo dessa hipodtese.

Terceira Hipotese (Hz):

Quando discutimos o processo de ensino e aprendizagem de qualquer conceito
matematico, queremos observar elementos que fazem parte da organizacdo diddtica e da
organizacdo matemadtica utilizada pelos professores, para proporcionar 0 ensino para 0s Seus
alunos. Consequentemente, para observar se existiu a aprendizagem, necessitamos de
elementos cognitivos para ter uma possivel comprovacdo se o determinado conceito

matematico ensinado pelo professor foi compreendido pelo aluno.
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No caso do PEP, ndo ¢ diferente. Sabemos que ele é um dispositivo didatico de ensino,
mas, para verificar se ele promove uma possivel aprendizagem do conceito de funcdo, tivemos
o auxilio do Ciclo de Solucio de Problemas fundamentado na Psicologia Cognitiva. E
importante lembrar que utilizamos o CSP a partir do segundo estudo empirico, como uma
fundamentagdo tedrica complementar. Apés o primeiro estudo empirico, foi identificada a
necessidade de utilizarmos uma teoria da Psicologia Cognitiva que fornecesse mais elementos
a nossa andlise e nos permitisse verificar esta hip6tese.

Durante o desenvolvimento do PEP, foi comprovada a evolugao dos passos do CSP,
com a identificacao de possiveis insights apresentados por alguns alunos. Na apresentacdo da
Questao Geratriz, relacionamos os dois primeiros passos, os quais os alunos identificaram como
um problema a ser resolvido e buscaram definir a sua resolucao, caracterizando-se um processo
de devolucao.

Com a defini¢do do problema, os alunos trilharam os passos seguintes, que foram: a
defini¢do da estratégia, juntamente com a organizacao das informacdes. Assim, os alunos, com
a participacao do professor, definiram as questdes derivadas de Q,, gerando outras questdes a
serem resolvidas. Podemos relacionar esse processo ao pensamento divergente para chegar ao
pensamento convergente ou a andlise, para, em seguida, utilizar a sintese, mobilizando técnicas
fundamentadas por tecnologias e associando aos passos 5 € 6. Com relagdo ao passo 7,
entendemos que ele aconteceu nos momentos em que os alunos avaliavam os seus resultados,
como também nos momentos de institucionalizacdo das respostas, pelo professor. Com a
derivacdo de outras questoes a partir da Questdao Geratriz, os passos do CSP tiveram um efeito

ciclico a partir do quarto passo, voltando para o primeiro passo.
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Figura 122 - Ciclo de Solucdo de Problemas Confirmando a Repeti¢do dos Passos
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Fonte: O préprio autor (2019)

A figura anterior pde em destaque o processo ciclico dos passos do CSP que acontecem
durante a aplicacdo do PEP, em conformidade com o desenvolvimento do dispositivo didético.
Durante as andlises das questdes derivadas, observamos que o desenvolvimento de algumas
delas, ou seja, seus passos ndo evoluiram, necessitando de uma intervencao maior do professor.
Como exemplo disso, destacamos o desenvolvimento da Questdo Derivada Q) 33, na qual os
alunos ndo conseguiam evoluir sozinhos para o passo 3, fazendo o professor intervir
constantemente até o final do desenvolvimento da questao.

A intervencao do professor foi impulsionada pelo siléncio dos alunos durante a tentativa
de colocé-los no jogo didatico. Nao obtendo sucesso, o docente apresentou a solu¢do do
problema. Neste caso, podemos entender que nao houve aprendizagem por parte dos alunos, o
que se caracterizou pela ndo-evolucdo dos passos do CSP e pela falta de identificagdo de
possiveis insights. Tal fato € por nés associado a falta de compreensdo tecnoldgica por parte
dos alunos, ocasionando o estabelecimento de um Contrato Didético no qual o professor tem

uma proximidade como o saber em jogo € promove a presenca marcante do efeito topazio.
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No caso geral, o PEP promoveu uma aprendizagem do conceito de fun¢do de forma
parcial, durante o seu desenvolvimento, pelo fato de algumas questdes derivadas gerarem uma
mudanga de organizacdo matemdtica, ocasionando momentos em que os passos do CSP ndo

foram desenvolvidos pelos alunos, e, consequentemente, a nao identificacao de insights.

Quarta Hipotese (Ha):

Entendemos que um dispositivo didatico pode ter uma efetividade na sua aplicacao
quando ele promove o ensino e aprendizagem de um conceito matemético e quando, durante
este processo, influencia a formacdo do professor, levando o mesmo a repensar as suas préticas.
O PEP, de acordo com as hipdteses anteriores, promove o processo de ensino e aprendizagem
do conceito de funcdo, sendo necessdrio verificar, nesta quarta hipétese, se influencia na
formacdo do professor de Matematica.

Para verificar a possibilidade destas possiveis influéncias, analisamos a evolucao dos
dois estudos empiricos, a partir da observagdo da prética do professor, dos contratos didéticos
por ele estabelecidos, das suas renegociagoes, dos seus efeitos, das rupturas de contratos, das
praxeologias utilizadas, das mudancgas praxeoldgicas e da conducdo didatica na abordagem do
conceito de funcao.

Durante a aplicacdo do PEP, o professor apresentou uma mudanca gradual. Em cada
encontro presencial, as suas praxeologias foram se adequando as situacdes diddticas
estabelecidas, tais como: existiram momentos nos quais a intervencdo do professor foi
diminuindo, como quando aguardava por mais tempo a devolutiva do aluno, partilhando a
responsabilidade de maneira equilibrada, com vistas a resolu¢do da questdo; a frequéncia da
dialética pergunta e resposta (CHEVALLARD, 2009a, 2007) utilizada pelo professor, teve um
aumento significativo nos dois ultimos encontros do primeiro estudo empirico, e se tornou mais
presente em todo o segundo estudo desse estudo; as adequagdes realizadas no cronograma e no
nosso MER, durante as formacgdes e entre os dois estudos dos encontros presenciais; as
renegociacdes do contrato didatico, as quais geraram uma diminuicdo do efeito tépazio; um
aumento gradual das apresentacdes e discussoes das tecnologias que fundamentam as técnicas
utilizadas, com a finalidade de promover uma compreensdo conceitual junto aos alunos; e a
utilizacdo de recursos tecnolégicos, como o software GeoGebra.

Tomando por base estas mudangas de postura apresentadas pelo professor da disciplina

Funcdes I, durante os dois estudos empiricos do processo de ensino e aprendizagem do conceito
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de func¢do, podemos dizer que o PEP tem influéncia na formagao do professor. Assim, podemos

considerd-lo um instrumento para a formac¢ao do professor de Matemaética.

Além das Hipoéteses:

Ao verificarmos a validade de nossas hipéteses, concluimos alguns pontos que foram

delimitados no inicio de nossa pesquisa; no entanto, durante a evolu¢ao dos nossos estudos e

das nossas andlises, outras questdes foram igualmente surgindo, como consequéncias

relacionadas a aplicacdo do PEP, as quais complementam as nossas consideracdes finais. As

questdes foram:

A influéncia do tempo institucional, durante a aplicacdo do PEP, fazendo com
que o professor adequasse sua aplicacdo ao tempo de aula disponivel, o que
provocou uma renegociacdo de contrato, e, consequentemente, a presenca
marcante do efeito topazio;

O ndo-acompanhamento dos encontros ndo presenciais, provocado pela ndo
entrega, por parte dos alunos, dos itens da ficha diagnostica e da ficha de trabalho
ndo resolvidos nos encontros presenciais; esta parte de aplicacdo do PEP deve
ser observada com atengdo ao professor, para identificar os principais motivos
que podem gerar a ndo devolutiva dos alunos;

A adequacdo da aplicagdo do PEP no horério formal da instituicdo € uma questao
importante a ser observada e tratada pelo professor, para nao gerar
descontinuidades no seu desenvolvimento;

O termo “modelagdo” foi utilizado na aplicagdo do PEP, para ndo confundir com
os termos presentes na modelagem matemética (BASSANEZI, 2002) no Brasil,
como, por exemplo: “modelagem” e “modelizacao”;

A preparagdo prévia dos alunos, ao utilizarem os recursos tecnoldgicos
disponiveis, para ndo existir a possibilidade de mudancga do objeto de ensino;

A necessidade de apresentacao e discussdes tecnoldgicas, por parte de alunos e
professores, deve ser bastante explorada durante a aplicacdo do PEP, pelo fato
de promover uma participacdo maior dos alunos, diminuindo os momentos de

siléncio na aplicacdo da dialética pergunta e resposta pelo professor.
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Outra questdo relacionada a aplicacdo do PEP e que merece atencdo relaciona-se a
verificacdo da conformidade do nosso MER representado pelo diagrama para o ensino de

funcdo:

Figura 123 - Mudangas do Diagrama para o Ensino de Fung¢do na Licenciatura em Matematica
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Fonte: O préprio autor (2019)

Ao observarmos a imagem anterior, verificamos duas mudangas significativas,
confirmadas no decorrer dos dois estudos empiricos: a primeira € referente ao percurso do tipo
de tarefas que analisam os termos da funcdo e seguem para a constru¢do do modelo funcional;
a segunda parte da identifica¢do do dominio e da imagem de f (x), para a utilizacdo do modelo
algébrico f(x) continuo para Q.

Estas mudancas ndo comprometeram o diagrama proposto, apresentaram outras
alternativas de percursos na construcdo do conceito de funcdo. Destacamos que o nosso
diagrama foi testado e validado para o ensino do conceito de fun¢do e da fungdo afim para o

nosso caso especifico, o qual serd aplicado em outros casos e para outras funcdes basicas.

325



Questoes Abertas:

Durante o nosso percurso de estudo e pesquisa, para responder a nossa pergunta
apresentada incialmente, elaboramos os nossos objetivos, construimos a nossa fundamentag¢ao
tedrica, propomos 0 nosso MER, desenhamos o nosso procedimento metodolégico, analisamos
os nossos dados e concluimos os nossos estudos. Este percurso proporcionou que
conseguissemos articular algumas pecas do nosso quebra-cabeca e justificar estas juncoes.
Também proporcionou termos uma visdo de longe de outras pecas que estdo soltas,
caracterizando as questdes abertas.

A primeira questdao aberta que apresentamos estd relacionada a formacao do professor
de Matemaética, cujo principal desafio € proporcionar uma formacao articulada entre as dreas da
Matemitica e as suas diferentes representacdes, de modo que nao se desvincule do contexto
histérico e social, buscando em outras dreas de conhecimento uma visdo ampla para atuar na
resolucdo de problemas especificos. Entendemos, que o percurso de estudo e pesquisa € um
dispositivo didatico que proporciona articulagdes de conceitos matemadticos, como também
conceitos de outras dreas de conhecimento. Entdo, como implementar, de maneira gradual, o
PEP no sistema de ensino brasileiro? Como fazer com que o PEP se torne mais um instrumento
para a formagdo do professor de Matematica no Brasil?

Nas observacdes relacionadas ao ensino e a aprendizagem durante a aplicacdo do PEP,
alguns momentos nos chamaram a atencdo. Um deles foi o segundo estudo empirico, quando
existiu um certo descompasso entre o ensino e a aprendizagem do conceito de funcdo, mais
precisamente no instante em que o professor buscava uma mudanga de uma organizacdo
matematica local para uma organiza¢do matemadtica regional, por parte dos alunos. Neste
instante, foi verificada uma possivel ndo aprendizagem. Esse fato instigou-nos outra questdao
aberta: Este descompasso entre o ensino e a aprendizagem acontece nas outras mudancgas de
organizacdes matemadticas? Os descompassos acontecem no processo de ensino e aprendizagem
de outras func¢des basicas, ao aplicarmos o PEP?

Relacionadas ao nosso modelo epistemoldgico de referéncia para o ensino de funcao,
no qual apresentamos toda a sua estrutura conceitual e seu diagrama, verificamos a sua
aplicabilidade para o ensino do conceito de funcdo e fun¢do afim; no entanto, o seu modelo
prevé uma aplicagdo para outas funcdes bésicas, como, por exemplo: para a fun¢do quadratica,

a exponencial e a logaritmica. Entdo, surge uma nova questao, a ser projetada para uma futura
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pesquisa: O modelo epistemoldgico de referéncia para o ensino de fun¢do também poder ser
aplicado para outras funcdes basicas? Qual o seu comportamento ao propormos outras questdes
geratrizes?

Para finalizar, com foco nas questdes futuras, relacionamos essas reflexdes ao ciclo de
solucdo de problemas fundamentado na Psicologia Cognitiva. Observamos que, durante a nossa
andlise, essa drea do saber contribuiu com elementos essenciais para verificarmos a
possibilidade de aprendizagem durante o desenvolvimento do PEP. Em alguns momentos,
tivemos evidéncias que nos levaram a concluir a existéncia de uma possivel aprendizagem, e,
em outros, as evidéncias ndo eram suficientes. Neste caso, temos as seguintes questdes futuras:
Como as estratégias heuristicas e algoritmicas influenciam o processo de aprendizagem do
conceito de funcdo durante a aplicacdo do PEP? Qual o papel dos insights durante o
desenvolvimento do PEP? Como o desenvolvimento dos passos do CSP ocorre ao aplicarmos
o PEP tomando por base outros tipos de func¢des bésicas?

Identificamos quatro questdes futuras, porém o leitor pode identificar outras,
representando um outro olhar sobre os resultados apresentados, o que entendemos ser um
processo normal e necessdrio. Esperamos, com o nosso trabalho, dar uma contribuicao nas
discussdes relacionadas ao ensino da Matemadtica e, principalmente, no campo da Didética da
Matemética, uma contribuicdo que provoque reflexdes sobre a aplicacdo do PEP no sistema de
ensino brasileiro, como também sobre a possibilidade de contribuir para a formacdo dos
professores de Matemdtica, com uma visdo que possibilite uma melhoria no seu ensino e na sua

aprendizagem.
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Anexos e Apéndices

Instituto Federal do Rio Grande do Norte
Campus de Canguaretama
Curso Superior de Licenciatura em Educac¢io do Campo
Disciplina de Funcoes I — 2017.1
Aplicacao do Percurso de Estudo e Pesquisa

Ficha diagnéstica

Nome: data: / /

O que significa fungdo?

9) Quais das seguintes relagdes de R em R, estdo representados abaixo sdo funcdes?
Justifique a sua resposta.
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10) Seja f uma fungiio de R em R definida por f(x) = x? — g + 4, calcule:

2) £(3) o)  of(;f)  DfES)

11) Observe a sequéncia de triangulos formados por palitos

/NN N\

d) Quantos palitos sdo necessdrios para montar quatro triangulos?

e) Quantos palitos sdo necessdrios para montar sete triangulos?

f) Qual a expressdo que fornece a quantidade de palitos para uma sequéncia com um
nimero n qualquer de tridngulos?

12) O seguinte retangulo tem lados BD = 6 cm e CD = 3 cm. Considere um ponto E, cuja
posicao varia do ponto A até o ponto C.

E -

AI 9

O
B o

g) Se adistancia de A até E for 1,0 cm, qual a drea do tridangulo ABE?
h) Se a distancia de A até E for 2,3 cm, qual a drea do triangulo ABE?
i) Qual o valor mdximo que a drea do tridngulo ABE pode obter?

7)  Qual o valor minimo que a 4rea do tridAngulo ABE pode obter?
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k) Qual a expressdo para a drea do tridngulo ABE em fung¢ao da distancia de A até E?
1) Qual a representacdo gréfica da drea do tridngulo ABE em funcdo da distancia de A
até E?

13) O nimero de habitantes de uma cidade € hoje de 15.000 e cresce a uma taxa de 2,5% ao
ano.
f) Qual o niimero de habitantes daqui a 5 anos?
g) Qual o nimero de habitantes a 20 anos?
h) Qual o nimero de habitantes a 50 anos?
1) Qual a expressdo que representa esse crescimento?
J) Qual a representacdo gréfica desse crescimento?

14) Dada a func¢io f(x) = —x? — 3x, simplifique:

b) f(x)_f(z) b) f(x+5)_f(x)

x—=2 s

15) Um determinado estudante de matemdtica anotou a posi¢do, ao longo do tempo, de um
movel sujeito a uma forca constante e anotou os seguintes dados:

Instante (segundos) Posicao (metros)
0 17
10 45
20 81

d) Qual a posi¢do do movel nos instantes 7seg e 18 seg?
e) Qual a funcio que representa a situagcdo?
f) Qual a representacdo grafica?

16) Com relagdo ao grafico da funcdo y = f(x), representado a seguir, pode-se afirmar que:
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Fommm b m—— ke

4+--—--

e e

f) A funcdo € decrescente no intervalo [2, 4]

g) Se—2<x<2,entdo f(x) = —x%— x+ 2.

h) f(=5) = 2.

ameros reais.

S to dos n

30 é o conjun

D fF@=-4ef(1)=2

1) A imagem da fung
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Ficha de Trabalho

11) Construa no mesmo sistema cartesiano, os graficos das seguintes funcdes de R em R:
xX—2

by y=2x+1 b)y=—§—4 oy =—4x )y =—-

12) Construa a equacdo da reta que passa pelos pontos:
b) (2,3)e(3,5) b)(1,-1)e(-1, 2) o)(3,-2)e(2,-3) d)(1,2)e(2,2)

13) A fungdo f € definida por f(x) = ax + b. Considere que f(—2) =6¢e f(2) = 2.
Encontre o valor de f(5).

14) Encontre a equacdo da reta que passa pelo ponto (—4, 6) e tem coeficiente angular igual
a—>3.

15) Encontre a equagio da reta que passa pelo ponto (1, 3) e tem coeficiente linear igual a
-4,

16) Determine as representacdes algébricas das seguintes funcdes:

b)
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b)

17) Encontre o zero das seguintes funcdes definidas em R:

b) f(x)=7x—1 b)f(x)=—4x ¢)f(x) = —-3x+4

18) Estude os sinais das seguintes funcoes definidas em R:

b) y=3x—-2 b)y=-x+4 c)y=5—§
5
19) Para que valores de x € R a funcio f(x) = 2 g € positivo?

20) A reta r intercepta os eixos de coordenadas nos pontos A e B. Determine a distancia

entre A e B, sabendo-se que 7 passa pelos pontos (1, 2)e (5, 3).
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Contextualizacdo do Problema

Aposentadoria é um tema que surge de tempos em tempos fazendo parte das discussdes dos
brasileiros, pois afeta diretamente a vida das pessoas economicamente ativas e de suas familias.
O Congresso Federal brasileiro aprovou a lei 13.183/2015 que trata da mudanca de algumas
regras para a aposentadoria, na qual um ponto em destaque trata da férmula 85/95. No caso, a
mulher terd que alcancar uma soma de 85 anos, somando tempo da sua contribui¢do com a sua
idade. No caso do homem serdo 95 anos, seguindo o0 mesmo principio. As idades 85 e 95 anos
leva em conta a expectativa de vida dos brasileiros até 2018, para os anos seguintes teremos:

2019 a 2020: 86 (mulheres) / 96 (homens);
2021 a 2022: 87 (mulheres) / 97 (homens);
2023 a 2024: 88 (mulheres) / 98 (homens);
2025 a 2026: 89 (mulheres) / 99 (homens);
2027: 90 (mulheres) / 100 (homens).

Fonte: Agéncia Senado (CASTRO, A; VILAR, I, 2015)

Qo: Como representar a situacdo atual e futura dos casos de aposentadorias das mulheres e dos
homens, tomando por base a lei 13.183/2015 que trata das mudancas em algumas regras para
as aposentadorias?
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